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O conjunto dos números 
complexos 


1.1 — INTRODUÇÃO 


A criação dos números complexos teve estímulo na necessidade, sentida 
pelos matemáticos, de ampliar o campo numérico de seu trabalho, dando signi- 
ficado, principalmente, às raízes quadradas de números negativos. 

Por que razão, quando se trabalha com números reais, algumas equações 
do segundo grau têm duas raizes, enquanto que outras não têm nenhuma ? 

Como sabemos, isso acontece porque não existe, entre os reais, um número 
que elevado ao quadrado dê resultado negativo: 


()=—25 
ami ne nidee 
O =-S 


e isso se confirma quando a equação do segundo grau ax? + bx + c = 0 é es- 


crita na forma: 
bi)? bb? — 4ac 


onde vemos que não existe valor real de x capaz de satisfazer a equação no caso 
em que o discriminante A = b? — 4ac é negativo. 

Ora, como todo número negativo pode ser escrito como o produto de seu 
simétrico por —l1: 


—25=25 (—-1)=52.(072 


2 
-S= 9-1) [5] (N 
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a questão de ampliar o campo numérico reside, portanto, em criar algum ente 
que verifique a igualdade: 


(= 


Dois problemas históricos 


Observa-se, assim, a necessidade de ampliação do universo numérico. 

Essa necessidade não é nova: Diofante de Alexandria foença de 250 d.C.) 
esteve às voltas com o seguinte problema: 

Determinar os lados de um triângulo retângulo de perímetro 12 e área 7. 

A montagem desse problema nos traz a equação: 


2- 434 +84=0 


onde x é a medida de um dos catetos. 

O discriminante dessa equação é negativo (A = — 167), o que nos leva 
a concluir que não existe o triângulo procurado. Não teria Diofante despertado 
sua atenção para equações que, como essa, têm A < 0? 

Em 1545, o médico italiano Girolamo Cardano (1501-1576) propôs e re- 
solveu o problema seguinte: 

Dividir 10 em duas partes tais que seu produto seja 40. 

A equação representativa desse problema é: 


2-10x+40=0 


tendo Cardano encontrado as respostas 5 + /-15e5 — /-15 e, sobre isso, 
teria dito que o resultado é tão sutil quanto inútil, no que, ao menos quanto 
à utilidade, estava inequivocamente enganado, já que hoje a teoria dos números 
complexos tem larga aplicação na Física e na Engenharia. 

Ele próprio, sem o saber, teve uma mostra de que o fato de se dar uma inter- 
pretação à raiz quadradá de números negativos seria útil, pois, ao estudar a 
solução de equações da forma: 


x =ax+b 


encontrou resultados que, em certos casos, incluíam tais raízes quadradas e, 
nesses mesmos casos, ele sabia existir uma solução real. Por exemplo, o resul- 
tado que se obtém para a equação xº* = 15x + 4, utilizando o método de Car- 
dano, é dado pela expressão: 


x=7/2+/-Di+92-/-12 


Uma verificação direta mostra-nos que x = 4 é raiz dessa equação, o que 
levaria a supor, num raciocínio simples, que: 


/22+/-Dli+ YJ2-/-91=4 


Ora, se não existe ./ — 121, como poderia tal expressão apresentar um 
valor real? 
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Inventando um novo número 


Suponha-se, então, que convencidos da necessidade, resolvamos inventar 
um número cujo quadrado seja —1. 

Imediatamente surge a questão: como operar com esse novo número? 

É claro que essa criação nos será útil apenas se pudermos usar os mesmos 
processos operacionais a que estamos acostumados. 

Assim, sem ter, por enquanto, a preocupação de formalizar uma estrutura 
numérica nova, procurando apenas ganhar intimidade com a idéia, consideremos 
um novo número que, por falta de outro melhor, representaremos pelo simbolo i, 
e formulemos duas hipóteses: 


Com isso, podemos já completar as igualdades questionadas no início deste 
item: 


-25=25.(-)=S2.i 
Ea Elst 
E q = [2] ! 


e também podemos encontrar soluções para equações antes impossíveis. Optamos 
por exemplificar esse fato por meio de exercícios para que, durante a leitura, 
as eventuais dúvidas que o leitor tenha sobre a consistência das hipóteses feitas 
(e o modo de operar), sirvam de estímulo para o estudo do próximo item, onde 
daremos tratamento mais formal e rigoroso aos números complexos. 


Exercícios Resolvidos 
1.1) Resolva a equação x? + 1 = 0. 
Solução 


Este é um exemplo típico de equação cujo conjunto-verdade, no campo dos números reais, 
é vazio. 
Agora, com base nas hipóteses adotadas, podemos escrever: 
XxX +1=00x2-(-1y=0o 
ex —-Z=0o 
<o(x+btx—)=0< 
ox+i=00ux-—-i=0<o 
ex=-ioux=i 
Logo: S = [-i; i). 


* Comutativa (da adição e da multiplicação), associativa (da adição e da multiplicação) e distributiva. 
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1.2) Resolva a equação x? — 4x + 13 = 0. 
Solução 


O discriminante dessa equação é: 
A =16-52=-36 


Baseados nas hipóteses adotadas, escrevemos: 


2. 4t/-3% 4+/36(-1) 4+ 362 4+6 


K42=——— = =D = 


2 2 2 2 
Logo: S=(2+31;2-3i) 


O leitor pode verificar que, realmente, qualquer um dos números obtidos satisfaz a equação; 
por exemplo, substituindo em x? — 4x + 13, x por 2 + 3i, temos: 


o 


C+IP-M+HIDAI=(4+12+9)- (B+I)+13= 


=4+12-9-8-12+13= 
=0 


1.3) Resolva a equação xº + 8 = 0, 
Soluçãe 
Trabalhando no campo dos números reais, fariamos simplesmente: 
K+8=00x=-80x=-2 


No entanto, com as hipóteses adotadas, podemos verificar a existência de duas outras 
soluções; lembrando a fatoração: 


a*+b'=(a+b)(a? —-ab+ b?) 
escrevemos : 


x +8=0< (x+2)(x -2x+4)=0< 


x=-2 
x+2=0 ou 


x=—+>——— =" =1+i0/3 


Logo: S=(-2;1+ i/3; 1l- i/3). 
1.4) Verifique que o número i é raiz da equação x* — 2x? + x —- 2 =0. 
Solução 


Substituindo, no primeiro membro da equação, x por i, vem: 


4 


(TN 


Pp-2Mri-2=Pei-2ii+i-cZ=ci4+24i-2=0 


Logo: i é raiz. 


1.5) Mostre, com base nas hipóteses adotadas, que o número i não é positivo, não é negativo e não 
é igual a zero, isto é, que as relações i > 0,i < 0 ei = O não têm significado. . 


Solução 


Lembrando que: 


1)a>0=>a2>0 
2)a<0=>a?2>0 
3)a=0< a? =0 


mostremos que qualquer uma das hipóteses: i>0,i<0 ou i= 0 nos conduz a um absurdo. 


1) Supondo i > 0, vem: 
i>0=>2>0=-1>0(!!) 
II) Supondo i < 0, vem: 
i<0=>2>0>-1>0(!) 
II) Supondo i = 0, vem: 


i=0>72=0=>-1=0(!D 


Assim, não valem as relações i> 0, i<0 ei=0. 


1.6) Talvez o fato de termos inventado um número (i), e trabalhado com relativo sucesso apenas su- 
pondo que ele obedece às principais proprisdaçes operacionais, leve-nos a querer usar esse 
procedimento em outras situações. a 

Por exemplo, sabemos que não se define divisão por zero. Teriamos sucesso se inventás- 
semos um resultado nesse caso? 
Suponha, então, um novo número, representado pelo simbolo (T], tal que: 


1 
b>-=m 
) 0 
1) CD) satisfaz as principais propriedades operacionais da Álgebra. (Veja nota de rodapé 


anterior.) 
Mostre que 1 e II conduzem a absurdos como a afirmação: 


Números diferentes são iguais. 


Solução 


Sejam x e y números tais que x É y. 
Sabemos que 0.x = 0+y. Multiplicando ambos os membros por [TJ]: 


CD (0-9) = 0D-00-y) 


Como estamos supondo válida a propriedade associativa, podemos escrever: 
(CD -0-x=(D-0+y (1) 


Como, de I e Il temos — = [T] = [1] -0 = 1, a igualdade (1) fica: 


Donde: x = y (!!!) 


Exemplificando numericamente: 


 5=8(9) 
Isso nos mostra que não basta criar uma nova proposta numérica apenas na esperança 


de que as regras sejam obedecidas. É preciso montar uma estrutura consistente e compatível com 
o rigor matemático. 


Exercícios Propostos 


1.7) Resolva as equações: 


ax? +9=0 o)xt-1=0 
bx?+5=0 d) x*— 256 =0 


(Sugestão: fatore as expressões usando diferença de quadrados nos itens c e d.) 
1.8) Resolva as equações: 

a)x?—- 2x +2=0 co) x)- 6x+17=0 

b) 4x? — 6x + 17 =0 d)x? — 10x +40 =0 
1,9) Resolva a equação x) + | = 0. 


1.10) Verifique que o número «w é raiz da equação (E) nos seguintes casos: 


awm=-—i; (E):x)—- 2x2 +x-2=0 
bo=2i; (E): xt—-2xº — 8x — 16 =0 
cdo=2+1;(E):xº—-5Sx2+9)X-S=0 


1.2 — NÚMEROS COMPLEXOS 


Há, em Matemática, mais de uma maneira de se conceituar, formalmente, 
número complexo. Preferimos aqui adotar a seguinte definição : 


É usual indicar um número complexo pela letra z. Assim, z, = (—2; 3), 
5 - ; 
Zz, =(0;—-1), 7; =. 3º OJez= (/2; x) são exemplos de números com- 


plexos. 
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Já com vistas a introduzir uma estrutura operatória aos números com- 


plexos, estabelecemos, também, as seputites definições, onde a, b, ce d são 
números reais: 


Exemplos 


a) Se (x;y) =(-2;3), entãox = -2e y=3. 
b) Sez, =(2;3)ez, =(4;5), então: 
Zn+2=(20,)+(4;5)=(2+4;34+5)=(6:8)e 
nº» =(2;3)-(4;5)=(2.4-3.5;2.54+3.4)=(—7; 22) 
c) Sendo z um número complexo qualquer, temos: 


Z =2Z+2 


Assim, se Z = (2 -) , então: 


eoce( (o) 
La a [if =ÃS. 


Para quem está tomando contato pela primeira vez com esta teoria, é intri- 
gante observar que as definições de igualdade e adição dadas são, digamos, 
intuitivas, enquantó que a da multiplicação foge completamente a essa intuição: 
por que não definir (a; b)-(c; d) por (a-c; b-d)? 

A isso respondemos. com a lembrança de que estamos procurando criar 
um campo onde existam números cujo quadrado seja negativo e, como veremos 
mais adiante, será justamente esse modo de multiplicar, estabelecido na defi- 
nição (III), que nos fornecerá tais resultados. 


Exercícios Resolvidos 


1.11) Determine os reais x e y para que (x — 3Iy; x +y)=(1; —4. 
Solução 


Da igualdade de números .complexos vem: 
x— 3y=1 
x+ty=—4 

Resolvendo este sistema, obtemos: 


RR 
4º 4 


1.12) Determine o número complexo z tal que (—-2;8) + z =(2;0).z. 
Solução 
Seja z = (x; y); então: 
(-2;8) + (x;y) = (250) -(x;9) > 
>(-2+x;8+y=(2:x-0:y;2:y+0-x) > 


—2+x=2x 


Es : =(2x;2 
> (-2+x;8+9) = (2x; p= | Dq 


Logo, x=-2ey=8,edaiz=(-2;8). 


1.13) Resolva a equação z? = (0; 1). 
Solução 
Seja z = (x; y); então: 
2 =(0,1)=z:e2=(0,D)=(xy)(x;y) =(0;D=> 
= (XxX yey;xey+yea) =(0;1) = 
2. v2=0 
- (K2 — y2; 2x) = (0; p= E 
2xy = 1 


Resolvendo este sistema (lembrando que x e y são números reais), obtemos: 


(no pa a O 


2 2 


Logo, z (12. E (-£ 


2 
a -2) , € O conjunto-solução da equação é: 


AED(L 
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Exercícios Propostos 


1.14) Dados 2, = (1:49, m =(-2; -De z; =(0; 3), calcule: 


az +z e zº(z +25) 
bz +2z, + Z Dz2 +27 
CO z,'z; 8) (x, + 2) 


d) (2,025) * Zs 


1.15) Determine os reais x e y para que se tenha: 


a) run =(2 -5) 


b) (2x —-3y; 3X +29) = (8: 3) e: 0) 


42 - 
1.16) Dados z, = (5; —5) e z,) = (5: 5). determine Z tal que: 


a)z+2z, =(0;0) oO)z+z =2Z 
b)z:z, = (1,0) d)zez, =2 


1.17) Resolva a equação z? = (0; —8). 


1.3 — O CONJUNTO DOS NÚMEROS COMPLEXOS 


Com a definição de número complexo, seguida dos conceitos de igualdade, 
adição e multiplicação, dados no item 1.2, podemos agora definir conjunto dos 
números complexos como sendo o conjunto C de todos os pares ordenados de 
números reais: 


É importante notar que, desta forma, estamos definindo o conjunto dos 
números complexos como o produto cartesiano do conjunto dos números reais 
por ele mesmo, isto é: 


C=IRxIR=IR? 


Estando, então, definidas em C a igualdade (1), a adição (1) e a multipli- 
cação (IN), conforme o item anterior, é bastante simples provar que, nesse novo 
conjunto, são verdadeiras as nove propriedades operacionais da Álgebra, a 
saber: 
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Sendo z, = (a; b) e z, = (c; d), temos: 
Ztzm=(a;b+(c;d=(a+c;b+d)= 
=(crad+b=(cd+(a;b=2z,+2, 


Sendo z, = (a; b), z, = (c:d) e z, = (p; q), temos: 
ntliz+z]=(a;b+Ici)+(p;ql=(a:b+(c+p:id+g= 
=(a+lc+p)b+ld+qg)=(a+d+p: [b+dl+q= 


=(a+c;b+d)+(p:iqm=I(a;bD+(c;d+(p;q) = 


=[z,+2z)]+z; 


Sendo z = (a; b), vamos mostrar que existe na = (x;y) tal quez+n=z: 
(a;b+(x;y=(a;b<e(a+x;b+y=(a;b) 


a io atx=a 
Da igualdade, vem to vb 


donde x =0 ey = 0. Existe, portanto, o elemento neutro Ha = (0:0), que so- 
mado a qualquer número complexo z dá como resultado o próprio z. 


Sendo z = (a; b), vamos mostrar que existe z' = (x; y)talquez + z' = mn. 
Como n, = (0;0), escrevemos: . 


(a;b + (xy) =(0;0)<(a+x;b+y)=(0:0) 


Da igualdade, vem to O 


b+y=0 
dondex= —aey= Es b. Existe, portanto, o elemento simétrico z'=(—a; —b). 
Observação: Indicando z' por —z, temos z=(-a; -b= —-z= E (a; b). 
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Com isso, sendo z, = (m;n)ez, = (p; q), ao efetuarmos a adição z, + Z;, 


escrevemos : 


n+m=m+(-2)=tmn+(-p;-q= (m-p;n-q) 


dando assim um. significado para o que chamamos de subtração de números 


complexos. Por exemplo: 


(5;89)-(9;3)=(5-9;8-3)=(-4;5) 
(-13;5) — (2; -4) = (—15;9) 


Sendo z, = (a; b) e z, = (c; d), temos: 


“mz, =(a:b)-(c;d) = (ac — bd; ad + bo) 
mºz = (e; d)- (a; b) = (ca — db; da + cb) 


Logo: z,*z, =Z,*2Z,. 


Sendo z, = (a;b), z; = (c;d) e z; = (p; q), temos: | 
Z,ºlz,ez5] = (a; b) lc; d) - (p; q)] = (a; b) «(cp — dg; eq + dp) = 


= (alcp — dg] — blcq + dp]; afeq + dp] + b [cp — dg]) = 


= (acp — adg — beq — bdp; acq + adp + bcp — bdg) 

z,*z]-z; =[(a;b)-(c; d)]-(p; q) = (ac — bd; ad + be) -(p-qg) = 
= (ac — bdlp — fad + belq; [ac — bdlq + [ad + bclp) = 
= (acp — bdp — adq — bcq; acq — bdq + adp + bcp) 


Logo: z, + iz, ez) =Iz,ez)]ez; 


Sendo z = (a; b), vamos mostrar que existe n, = (x:y) tal que Z * nm =Z 


(a; b) (x; 3) = (as b) <> (ax — by; ay + by) = (2;b) 
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Da igualdade, vem J** Para 
ay+bx=b 
A resolução do sistema fornece x = | ey = 0. Existe, portanto, o elemento 
neutro 
Hm = (1; 0) 
que multiplicado por qualquer número complexo z dá como resultado o próprio z. 
Exemplificando numericamente: 


(S; 9) (1;0)=(5:1-3.0:5.04+3-D =(5;3) 


(1:0)-0;-/D=(1:3-0-[- 2; 1-9] +0-)=(;- 9) 


Seja z = (a; b) + (0; 0), isto é, ze C — 1(0; 0)! = C*. Vamos mostrar 


que existe o número complexo (x; y), indicado por z”!, tal que z ez”! = mm: 
(a; b) (x; y) = (1; 0) <> (ax — by; ay + bx) = (1;0) 
Da igualdade, vem o bp : 
ay + bx = 
a E a —b : 
A resolução do sistema fornece x = Dep ºIs Pera . Existe, por- 


tanto, o elemento inverso de z = (a; b) (também chamado inverso multipli- 


cativo): 
Exemplos 
9 O inverso de z, = Es: S) é 
4 2 
5 5 l 
Zi=|>———>— , —————— l=tl;-— 
2 


SEGA 


2.) O inverso de z, = (—3;0) é: 
SER a add 
E (E AO Ea 
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3.9) O inverso de z, = (0; —4) é: 


=» E 0:4) 
fa «(5 ré o ad 


Sendo z, = (a;b), z, = (c;d) e z; = (p; q), temos: 


PA + z))=(a;b)-[(c;d) + (p; q = 
(a;b)-(c+p; d+) = 
(afc + p] — b[d + dg]; afd + q] + blc + p) = 
=(ac+ap-— bd -— bq; ad+ aq + bc + bp) 
Zºm+tzºz;=(a;b)-(c;d)+ (a;b)-(p;q) = 
= (ac — bd; ad + bc) + (ap — bq; aq + bp) = 
= ([ac — bd] + [ap — ba]; [ad + bc] + [aq + bp)) = 
= (ac — bd + ap — bq; ad + bc + aq + bp) 


Logo: z,*lz, + 2Zz)]=Z'Z +2Z'Zs. 


Exercício Resolvido 


1.18) Divisão de números complexos — A existência do elemento inverso (propriedade 8) permite-nos 
definir divisão de dois números complexos como sendo o produto do primeiro pelo inverso do 
segundo. Assim, sendo z, e z,, com z, & (0; 0), dois elementos de C, a divisão de z, por z, é 


indicada e definida por: 


Z, =2Z,'Z; 
Nessas condições, efetue: 
(2; —3) (1; 1) 
Past ARA b 
ET = 


Solução 


a) O inverso de (3; 2) é: 


3 -2 3 2 
. e) . Eefistis e Eua 
fo d) (5º 555) (a 5) 


Então: 
(IDO go ANSA Ns = Ea 
39 É 2; -3D+(3;D'! = (2; —3:» (5 E) = 


] 


3 2 2 3 
(gota 5) SI 13) = 0 1 
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b) O inverso de (1; —1) é: 


= i ad Gu. O DO AO 
in «(5 TF TR) - (5:53) 


19) mo 
pet 

eme?” 
h 


= (1 D-;-Dt=(1; p(5- 


. l ! i 
= (t-n-5 - Les DS + 1-5) = (-1;0) 


Exercícios Propostos 


1.19) Determine os inversos multiplicativos dos números complexos: 


n ke) 
a) (5: 3) b) (5; 0) c) (0; 3) 
1.20) Efetue as divisões: 
(1; 1) (0; —5) (—-3;0) 
Nino Do E 
ENTE 
1.21) Seja z = (a; b)e €*. Se o inverso multiplicativo de z é 2! = (c; d), mostre que: 


2 +b].[2+dj=1 


1.22) Potências de expoentes inteiros — Tendo como fundo de consistência a propriedade associativa, 
para todo ze € e para todo nelN, n > 2, definimos: 


n fatores 
Por exemplo, se z =(2;1) en = 3, temos: ; 
PBP =DAADAD=39)CD=02;n) 
Adotando, também, as definições: 
Zº = nm = (1:0) 
2! =2 


=(2!pP=(27")1! vzeC*,YnelN 


=N 
3 
| 


ficam completamente caracterizadas as potências de expoentes inteiros dos números complexos, 
valendo para elas as propriedades usuais, como, por exemplo: 


Za gr = gta: 


e (zri)n2 — grin 


Assim sendo, calcule z tal que: - 


UP CEP 
ETR 57 
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Capítulo 


Forma algébrica dos 
números complexos 


2.1 — INTRODUÇÃO 


Desde que nos habituemos à regra de multiplicação, o trabalho algébrico 
com números complexos não apresenta maiores dificuldades. No entanto, não 
podemos dizer que seja um trabalho confortável, principalmente quando compa- 
rado ao que usualmente temos ao operar com números reais. 

Por isso, visando agilizar o modo de operar com números ze €, vamos 
introduzir algumas notações novas. 


2.2 — DESCOBRINDO QUE OS NÚMEROS REAIS SÃO 
COMPLEXOS 


Comecemos por considerar o subconjunto €, de C, formado pelos com- 
plexos da forma (x; y), isto é: 


C=ix;y)|xeRey=0) 
Assim, (0; 0), (1;0), (—1;0), (- > 0) e (/2:0) são exemplos de ele- 


mentos de €,. 
Efetuando a adição e a multiplicação de dois elementos, (a; 0) e (6; 0), de €,: 
.taOD)+(c;0)=(240c,0+0)=(a + c;0) 
(a;0) -(c;0)=(a-c—0-0;a.0+0-c)=(a+c;0) 
notamos que as segundas componentes (y) dos resultados continuam sendo zero 


(portanto esses resultados pertencem a €,), e as primeiras componentes são obtidas 
como se tivéssemos usado a adição e a multiplicação dos números reais. 
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Exemplos 
em €, 


(2;0) + (5;0) = (7:0) 


I 
I 
| 
| 
l 23 
(12:0) - (570) = (2.0) ! presa 
2 2 | 2 2 
| 
| 
| 
| 
i 


(2;0) + (5;0) = (10;0) 


I 
(—12;0) » (5 o) = (—6;0) 


Vemos, então, que os elementos de C,, obedecendo às definições de igual- 
dade, adição e multiplicação de complexos, têm comportamento idêntico ao dos 
números reais. (Num ramo da Matemática, chamado Álgebra Moderna, os 
conjuntos €, e IR são ditos isomorfos.) 

Ora, já que podemos operar com os complexos da forma (x; 0) do mesmo 
modo que operamos com o real x, vamos adotar a notação: 


l 


(x;0) =x 
para todo x real. Podemos, portanto, escrever: . 
(0;0) =0, (1;0)=1, (-1;0) = —1,(/2;0) = 2 


Admitida a igualdade (x; 0) = x, é evidente que C, = IR; passamos, então, 
a considerar o conjunto dos números reais como pe ui do conjunto dos 
números complexos: 


podendo, por isso, afirmar que todo número real é complexo. 


2.3 — UNIDADE IMAGINÁRIA 


A igualdade (1;0) = 1 define, em €, o número complexo (1; 0) como uni- 
dade real. 

Definimos como unidade imaginária o número complexo (O; 1), que passamos 
a indicar pelo simbolo i: 
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Era nossa intenção conseguir um número cujo quadrado fosse negativo. 
Agora, já o temos! Observando que: 


P=ii=(0D-(0:D)=(0-0-1-1;0-1+1-0)=(—1:0) 


e utilizando a notação adotada no item 2.2, obtemos a propriedade fundamental 
da unidade imaginária: 


Imaginários puros — Todos os números complexos da forma (0; y), com 
y + 0, são denominados imaginários puros. 


Notemos que: 
0) -(0;D=(y:0-0-1;y-1+0-0) =(0;y) 
Assim, por exemplo: 


(0;3) = (3;0) *(0;1) 
(0; —5) = (—5;0) + (0; 1) 


Como (y;0) = y e (0; 1) = i, podemos escrever: 
(0,9) =(9;0)*(0;1D) =y ci 
ou seja, para todo imaginário puro vale a notação: 
(0;y) = yi 


Portanto, (0;3) = 3i, (0; —5) = —Si, (0; — 1) = —i são exemplos de ima- 
ginários puros. 


2.4 — FORMA ALGÉBRICA 


Com as novas notações e definições vistas, podemos representar um nú- 
mero complexo qualquer z = (x; y) numa outra forma que, como veremos, 
tornará bem mais práticas e simples as operações. 

Notando que sempre podemos escrever: 


z=(x;y)=(x;0) + (0;y) 


como (x;0)=xe (0;y) = yi, temos: 


que é a chamada forma algébrica de z. 
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Observação: Se z = (x; y)=x + yi apresenta y 4 0, z é chamados número 


imaginário. 
Exemplos 
a (2;)=2+7 d) (-10;0) = —10 + 0; = —10 
b) (-3;8) = -3+5i 9)(0:N=0+7i=7i 
2 1 AO 
= je — ii 0:0)=0+0=0 
o E 7) Ro DAS 


Os números reais x e y são, respectivamente, denominados parte real de z 
e parte imaginária de z É usual representá-los pelos simbolos: 


Operações na forma algébrica — Examinando alguns exemplos, vejamos 
como se aplicam com a forma x + yi a igualdade, a adição e a multiplicação 
de complexos. 


Exemplos 


Lº Ro 


Vemos aqui que, para igualarmos dois complexos na forma algébrica, basta 
identificar as partes reais e as partes imaginárias, isto é: 


(a, b, ce d reais) 


20 Pa 14) 
e 2+1Hã+5+1=7+ 16: 


Para somarmos dois complexos na forma algébrica, somamos as partes 
reais e as partes imaginárias, ou seja: 


(a b, ce d reais) 
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3º) (1) 6S0)=-(1:5-3.6;7:6+3-5)=(17;57 


7+3]-[5+6]=35+42+15i+ 182)=17+57 
NA “ 
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Para multiplicarmos dois complexos na forma algébrica, aplicamos a pro- 
priedade distributiva, como se estivéssemos trabalhando com expressões reais 
da forma a + bx, mas lembrando sempre que à? = —1. Em termos gerais: 


(a, b, ce d reais) 


Resumo da nomenclatura — O quadro a seguir nos dá uma visão da nomen- 
clatura introduzida neste capítulo. Nele acrescentamos algumas denominações 
que não foram citadas anteriormente. 
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Exercícios Resolvidos 


2.1) Sendo z, =1+4i, 2,=3-3i e z,=Si, efetue: 


a) Z+tz—z c) (z, + z,)? 
bz,:z, +2, d)(z, —z,)) — z3 
Solução 


Lembrando que as operações com números complexos na forma algébrica se processam 
de modo análogo ao que utilizamos com expressões algébricas, e que i? = —1, temos: 


anta -z=0+M+B-3M)-(6)=1+443-3-5Si=4- 4 


)acgtz=(+4D(3-3)+5i=0-3+12i-122)+5= 
=3-3%+12+12+5=15+ 14 


)Mm+2=(1+46843-3)=(4-))=16-8i+2=16-8i-1=15-8i 


Dn--z=(1+464-3+MP- 6) =(-247i)- Zi 
=(4-28i+492)- 12S2ci=4-28]-49+125i=-45+9i 


2.2) Calcule (1 — i)º. 
Solução 


É claro que poderiamos calcular (1 — i)º efetuando o produto de 6 fatores 
G-D)(l-id...(l — i) ou utilizando a fórmula de desenvolvimento do binômio de Newton 
(x — a)".* Porém, neste caso, podemos fazer: 


A-)P=((A-DPP=0-R+P%P=(1-2-1P=[-2P=-8"=-82.i=8 
2.3) Determine o real x para que o número complexo z-= 2 + (x — 4i) «(2 + xi) seja: 

a) real b) imaginário c) imaginário puro 

Solução 


Vamos, inicialmente, escrever z na forma algébrica a + bi: 

z=2+(x-4)Q+xi)=2+2x+x2i—-8—-4x?2=2+2x+x2%i—8i+ dx 

Assim, z = (2 + 6x) + (x? — 8)i. 

a) Para que z seja real é necessário que sua parte imaginária seja nula: 
In()=00x2-8=0x=+2/2 

b) Para que z seja imaginário é necessário que sua parte imaginária não seja nula: 


I)H0ex -8400(x42/2ex4 —-2/3 


c) Para que z seja imaginário puro é necessário que sua parte real seja nula e sua parte 
imaginária não seja nula: 

R(7) =0<>2+4+6x =00x= - 

(Note que, sex = — —, Re(z) = 0 e In(Z) £ 0) 


l 
3 
* No capítulo 5 estudaremos um processo geral para o cálculo de potências da forma (a + bi)”. 


22 


2.4) Sendo z, =3x—2yi, z,=x+Syie z,=6-— 6, determine os reais x e y para que z, +2Zz,=z,. 


Solução 
Z+tmn=7e3)%k-2Zyi+tx+Syi=6-6 = 


4x =6 
entao 6 o [O 
3y = — 6 
3 
Logo: x=— ey=-2. 
2 
2.5) Determine os reais x e y para que se tenha (2x — 3yi) (2 + 1) = — 30i. 


Solução 
Efetuando o produto indicado no primeiro membro da igualdade, temos: 


4x + 2xi— 6yi — 3yi? = — 30i 
4x + 2xi— 6yi + 3y = — 30i 


É importante que, para igualarmos dois números complexos, escrevamos em destaque 


a parte real e a parte imaginária de cada um. Assim, a última igualdade acima se escreve: 


(4x + 3y) + (2x — 69) = 0 — 30i 
e dela tiramos o sistema pe vi cad 


12x — 6y =—30 


que resolvido fornece x = — 3 ey =4. 


2.6) Determine ze € tal que 2º) = 8. 


Solução 


Para que possamos utilizar a igualdade de complexos, fazemos z = x + yi (x e y reais). 


Então, z* = 8 se escreve: 
(x + vi) =8 
x* + 3x?yi + Ixy2i2 + y*iº =8 
X+3xyi—-3xy? + y'i2.i=8 
Destacando a parte real e a parte imaginária de cada membro, temos: 
(x*— 3xy?) + (3x?y — y)i =8 + 0i 
xº — 3xy? = (1 


e daí o sistema | 
3x2y —- y) =0 (ID 


Fatorando a equação (Il): 
y6x —- 9) =0 
obtemos y = 0 ou y? = 3x, 


Fazendo, em (1), y = 0, vem x =2. 
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Substituindo, em (D, y? por 3x?, vem x = — 1 e, portanto, y = + J3. 
Logo, os valores de z =x + yi são: 


(x=2,y=0) e z=2 
g=-ly=/)ez=-1+/3i 
Gg=-ly=-/Dez=-1-/3i 


2.7) Determine ze € para que.se tenha z? + 5 = 2z. 


Selução 
Fazendo a substituição z =x + yi (x e y reais), temos: 


Z2+5=22e (x+yi)?+5=2(x+yi)o 
ox +2xyi+yti2+S=2KX+2yio 
<o(x-y+5S)+2xyi=2x+ 2yi 


Desta igualdade tiramos o sistema: 
Ra da (D) 
2xy =2y (11) 


Da equação (ID), y(x — 1) = 0, obtemos y = 0 ou x =1. 

Para y = 0, a equação (1) não apresenta soluções reais para x. 
Para x = 1,a equação (|) fornece y = + 2. 

Logo, o número z=x+yiéz=1l+2iouz=1-2i. 


Outro modo — À equação z? + 5 = 2z pode ser escrita: 
z22 —-2+5=0 


Trata-se, então, de uma eqiação do 2.º grau de coeficientes reais, podendo, por isso, ser 
resolvida como segue: 


Assim, z=I+2iouz=1-2i. 

O leitor deve entender que este processo só foi utilizado no momento pela facilidade de 
calcularmos a raiz quadrada do discriminante A, que, neste exemplo, é um número real 
(A = — 16). 

No caso em que A resultasse um número imaginário — e isso pode ocorrer quando os 
coeficientes da equação não são reais — teríamos alguma dificuldade em calcular a raiz quadrada 
de A. No capítulo 5, exercício 5.14, mostraremos como enfrentar o problema. 


2.8) Sabendo que a equação em x: 
x +(a+bix+c+di=0 
(onde a, b, e e d são reais não nulos), admite uma raiz real, mostre que abd = d? + bc. 
Solução 
Seja x =« a raiz real da equação. Então: 


q +(a+bijxa+c+di=0 ou 


x + ax + bai+c+di=0 ou 
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(2 rartoy+(be+di=0+6% 
Da igualdade de complexos, tiramos. 


e (D 


ba+d=0 (ED 
d Exa 
De (Il) vem « = a substituindo em (E), obtemos: 
À 
(- 3) ra(- S)te-o 
b 
d? 
dm vã ad +c=0 
b2 b 


d? — abd + bic = 0 
Logo: d? 4 b?c = abd. 


2.9) Considere os complexos z, = sena + icosa ez, = cosa —isena, onde « é um real qual- 
-quer. Mostre que, se z =2z,+z,, então -1I <R(zg)<le —I <In(z)<l 


Solução 


z=2,ºz,=(sena+icosa)(cosa — isena) 
z=senacosa-— isen?a+icos?a-— i?senacosa 
z = (2senacosa)+ (cos?a — sen? a)i 


2senacosa = sen 2a As fórmulas trigonométricas do quad 
costa — sen?a = cos 2u ao lado permitem escrever: 


z=sen2Za-+icos 2a 
R.tz) Im(z) 


Como R.tz) = sen2x e —1 <sen2a < 1, temos —1 < <i 
Como Intz) = cos2a e —i <cos2a <1, temos —1 < In(z) <1. 


2.10) Determine o lugar geométrico dos pontos P(x: y) do plano cartesiano para os quais o produto 
de números complexos (x + yi) (y + xi) seja 4i. 


Solução 


(x+yDty + xi) =4i 

xy + x2i+y2i + xy = 4 

x +xi+yti—-xy=4i 
0O+( +y)=0+ 4 


Temos, então, que x) + y? =4.- 
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Da Geometria Analítica, sabemos que uma equação da forma x? + y? = r? representa 
uma circunferência com centro na origem (0; 0) e raio |r |. Portanto, o lugar geométrico pro- 
curado é a circunferência de centro O (0;0) e raio 2. 


Exercícios Propostos 


2.11) Sendo z, =3 —2i,z,=2+5iez,=-—1+i, calcule: 
az +z+2z; OZ ºz*Z e) (7, + 2,)) + 23 
bz, — 3z, + iz, dizy+z,ez; f)z2 — 22) + 23 


2.12) Calcule: 
a) (—3i)s b d+i c) (a — é d) (1 x i)to 
2.13) Determine o real x de modo que o dia z=(1[3-6+(2x+i)-(3 — 2xi) seja: 
a) real b) imaginário c) imaginário puro 


2.14) A que condição devem obedecer os reais x e y para que z = (x + yi) *(y + xi) seja um ima- 
ginário puro? 


2.15) Seja z = ai(a — 2i) — (10 + 9i), a clIR. Determine a para que se tenha: 


a) R.(2) > 0 b) In(z) <0 JR(D<0€e L(2)>0 


2.16) Sendo z, =2x +yi, z,=y—2xi e z;=1 —i, determine os reais x e y tais que: 
a)z +z,)=237;-—2 bz:z=z+(1+15) 


2.17) Determine o real x para que: 


a) x(2 + xi) — 612 = 9i b) (x —-S)Q +xi) = 14 


2.18) Determine ze €, tal que: 


a)z? =3+4i bz7)=-27 
2.19) Determine ze C tal que: 
a)z? =27-3 bz? + 142 +50 =0 


26 


2.20) Sejam os reais a, b, c e d não nulos. Sabendo que a equação em x: 
XxX +(a+bix+c+di=0 


admite um número imaginário puro como raiz, mostre que abd = d? — a?c. 
2.21) Escreva na forma Rlgrbrichoa + bi os seguintes números complexos: 
N 
a ny > n ny 
a) (cos — +isen =) Rs b)2 (sen — + icos— 
12 12 ES 8 8 


2.22) Sendo a e b números reais e a+bi= (sena + icosa) (cosa — isena), mostre que 
a2 +b? = 1, Vaelr. 


2.23) Seja qe IR — E + kn, tez). Sez=(I+itga)(l-itga), mostre que R.(7)>1 e In(2)=0. 


2.5 — AS POTÊNCIAS NATURAIS DE i 


Consideremos as potências do tipo i”, onde n é natural. Vejamos alguns 
exemplos: 


D=1 f=P.2=(-D(-D=l 
=i P=iftei=lei=i 

p=] P=iteP=1.(-D=- 
Pafei=(-Dis-i p=tp=i(-D=ci 


Começamos então a perceber que, à medida que n cresce, os resultados de 
i” vão-se repetindo periodicamente, assumindo sempre um dos valores da se- 
quência: 
Li, —1, -i 


sendo, pois, de 4 unidades o período de repetição; isto nos sugere que, para 
calcular o valor de i”, basta elevar i ao resto da divisão euclidiana de n por 4. 
De fato, se dividindo n por 4 encontramos quociente q e resto r, temos: 


n 4 
EE DEEND PD 


Então: 


Poet =je == 


e, portanto: 


Exemplos 


a) Calculemos 1º”. 


67 4 
EE. Como r = 3, temos: 
O =10 = 1 


b) Calculemos 1728. 


726 4 Como r = 2, temos: 
32 181 


06 i26 =;0 =-—1 


o 


Quando o expoente n é maior que 99, podemos facilitar a regra acima utili- 
zando um resultado da Aritmética que nos diz: 


Assim, no caso do exemplo b acima, podemos fazer: 


726 | 4 26 4 
La ou, simplesmente, Le 


32 BI Pe o) 
E . E 
Ox: — 


c) Calculemos 1839 753. 


—— 
ds RE 


Como o número formado pelos dois últimos algarismos do expoente é 53, 


fazemos: 
2a pás. [8367583 =;0D = 1 


13 13 


1) 


Em resumo, temos as seguintes igualdades, para todo k e IN: 
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Observação: Na realidade, as quatro igualdades acima são válidas para todo 
keZ. Basta notar que, independentemente de kK ser positivo ou 
não, temos: 

t=() == 
Pt =sjtej=hei=i 


-D=-1 


pets = jp l(-)= ci 


pt+2 =jHt.j2 =1. 


ip, 


Exercícios Resolvidos 


2.24) Quantos valores distintos assume a expressão A =" +i”", nelN? 


Solução 


PAL ap = 14d 
fepipod dus ST A O 


P i q 1" 
Se n é par, temos e Eis 
P=+1 
e, portanto: 
l+1 
AA o 
+1 
Ev —-1+1 
Se n é ímpar, temos (-1)" = — 1 e, portanto, A = - = 0 
A” 
Logo, A assume três valores distintos: —1,0,1. 
2.25) Determine a relação entre os naturais m e n para que i” =i”. 
Solução 
Dividindo a igualdade dada por i”, temos: 
Pl É 
nn qn 
ou seja, IN" =1. 
Como 1 = iº* para todo ke Z, vem: 
m-—n = 4k (m — n é múltiplo de 4) 
Exercícios Propostos 
2.26) Calcule: 2 


o -Coç 


: « 
a) 138 c) 11348 e) 132 ses ' + W aos W a 142 <A +ê 


b) 1597 d) 1397533 : D+ av) 
Es 


2.27) Sendo nelN, calcule: 


a) A=— b) A=irpintt el 
1 


3 


l 
i 


2.28; Quantos valores distintos assume a expressão A = iº*2 — 2", neiN? 


2.29) Determine a relação entre os naturais e R para que se tenha: 


aim =" b im = mt 


2.6 — CONJUGADO DE UM NÚMERO COMPLEXO 


Sejaz=a+bifaeb reais) um número complexo. Chama-se conjugado 
de z o número complexo: 


Exemplos 
5 — li. 
=1+ 6. 


a) Sez = 5 + 1li, seu conjugado é 
b) Sez =1 — 6i, seu conjugado é 
o)z=32Z=-3 
dz=57=5 
J-7+5i=-7-5i 
f)z=3I+4 oz7=3-4<(7)=3+4i 


éZ= 
éz 


É imediato que: 
1.) Se z = Z, então z é real (veja exemplo d acima). 
2.º) o - =z (Veja exemplo f acima.) 


Um resultado muito importante é dado pelo produto de um número com- 
plexo pelo seu conjugado: 


z-Z=(a+bi)(a-bi)=a?- (bi)? =a?-— bi? 


ou seja, o produto z «Z é sempre um número real não negativo: 
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Exemplos 
DO+MO—-4)=32 +42 =9+ 16 =25 
h (2-5)2+5)=22+(-52=4+25=29 


D(V2+D)02-D=V0W+2=2+1=3 


2.7 — DIVISÃO 


No exercício 1.18 aprendemos a dividir dois números complexos multipli- 
cando o primeiro pelo inverso do segundo. Agora, utilizando o resultado do 
produto Z + Z, visto no item anterior, podemos efetuar a divisão de forma bem 


mais prática. Acompanhemos o exemplo: 


2+i  2+i,5-3% 10-6+5i-32 131 13 1, 

543% 5+3 5-3. 52 +32 3 3 34 

Assim, temos que: para se efetuar a divisão Sa basta multiplicar nume- 
Z, 


rador e denominador pelo conjugado do denominador. 


Exercícios Resolvidos 


2.30) Calcule — Ea 


Solução 


SL E Pri Mede 3 5 


2.31) Determine o inverso de z nos seguintes casos; 


] 
az=1+—i bz=i 
) 2 ) 
Solução 
l 
l-—i 
| 1 | l 2 
az=l4t-isgi=—=—>—— =—>—— —— = 
2 z l | 1 
l+t—i tr+—i di-—i 
2 
l-—i 1l-=i 
2 2 4 2 
> — 1 — — — — — | 
] 5 5 5 
+ — — 
4 
asia dois ES a 
z à i —i l 
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2x +i 
2.32) Determine x clR para que z = E - 
+31 

a) real b) imaginário não puro 


Solução 


Vamos determinar as partes real e imaginária de z, efetuando a divisão: 


2x +i 2x +i 3-xi 6x-—2xi+ 3 — xi? 7x 3 — 2x2 
Z= = E e — = 
3+xi- 3+xº 3-=«xi 94x? 9+x2 9+x? 
7 3- 2x 
Ami Rj E so 
9+x? 9+x? 


a) Para que z seja real, devemos ter In(z) = 0. Então: 


3— 2x? [3 6 
—— =0>3-2x=0>x=+ = +YÉ 


9+x? 2 


b) Para que z seja imaginário não puro, devemos ter R.(z) £ 0 e In(z) O: 


7 
RM) 40 = 5 a Re RO RE 
+ 


x2 


3- 2x 6 V6 
In(z) £ 0 PR LA XxX É ——a 
9+ 2 2 


6 
Então: x*0ex x ng ex t-U 


. a E E a 
2.33) Seja 7 = s » ondea,b, ced são reaisec + di £ 0. Mostre que, se z E IR, então bc = ad. 
c+ di 


Solução 
g=2tbi (a +bi)(c—di) ac-adi+bei+bd ac+ bd & bc-ad, 
c+di (c+di)(c- di) c2+ d? c2 + d? ce? +d? 
ER o = 0a ud tease ds besiá 
: c? + d? 
2.34) Determine ze C tal queiz + 22=-3-3i 
Solução 


Fazendo z =x + yi (x-e y reais), a equação fica: 


ix+ry)+2K-y)=-3-3i 
xityZ+2x-2yi=—-3-3i 
Qx-y)+(kx-—2yi=-3-3i 
Então: E ga 
Xx—2y=-3 A 
Resolvendo este sistema, encontramos x= — 1 e y=1. Portanto, z=x+ vi=-—-1+i 
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2.35) Determine ze C tal que (1 +Hizt2-3=3+i. 


Solução 


É evidente que podemos resolver esta equação fazendo, como no exercício anterior, 


z =x + yi. Vamos, no entanto, cuidar deste caso apenas isolando Z: 


O+ijzs2-3=3+i 
U+i)z=3+i-2+3 
Uriz=l4+4i 


l+ 4 
z= - 
l+i 
Efetuando a divisão: 
+Md-) lI-i+4+4 S+3i 
+D(d—i P+I2 


l 
2.36) Seja zeC, tal que zeZ = 1. Prove que Es 
1+2Z 
Solução 
Tomando z =a + bi, ae b reais, temos que: 


zez=l>a2+b2 =1 e 


l+z lra+bi - QU+ra+bi( +a+ bi) 2 tra + bi? O 


l+Zz lr+a-bi (I+a-b)(l+a+ bi) (L+a)2 + b? 


z 
=z, com z&%-—1. 


[1 +a)+ bi? 


A nrasdb 
Amma 


O +al+U+abi-b? l+2a+a? +21 + ai —b? 


1l+2a+1 2 + 2a 


l+2a+a? — b? UI + a)bi lI+2a+a” — (1 — 


= nn nm TE eee E eee + bi = 


21 + a) “ 2l+a) 21 + a) 


2a + 2a? .  2a(l+a) 


= i = +bi=a+bi=z 
Ml + a) 21 +a) 


Exercícios Propostos 


2.37) Ffetue as divisões: 


1+2i 10 —i 414% 4+43i 
a) b , 
3+2i 14% 1-3 3- 4i 


7+7n 


e) —— — 
3+2i 


l 


2.38) Determine o inverso do complexo z nos seguintes casos: 
az=-—-3 bz=1+4+1 Qz=i"7 its 4 is d) cosx +isenx, xelR 


30 x +44. 
+ -——— seja: 
x2+4 2+xi 


2.39) Determine x e IR de forma que o complexo z = 


a) real b) imaginário não puro 


bi 


- Seja um imaginário 


: ç a+ 
2.40) A que condições devem obedecer os reais a, b, ce d para que 2 = EE 
c 


puro? (c + di £ 0) 


; 4 . 
2.41) Determine o imaginário puro w para o qual z = REL é real. 
w+1l+i 
z2 
2.42) Mostre que, se z = cosa + isena, «elR, então é real. 
E l+z a 
2.43) Sendo z = sena + icos«, prove que = ZH —l. 
l+z 
2.44) Determine ze C tal que: 
aaz-2L=4-3i b) 22 —iZz=ilsSi . Oz=(Z d)z=iz 
2.45) Determine ze € tal que: 
ajiz+3-1=4+3 bD(2Q-3)z+S-i=4 o (l+ijz+1l-3=-—2iz 
2.46) Efetue: 
e E SET PE, l-i 
FDA Ç-S) 9+M-G-) E ( -) 
l+i 
= O —— iemtiçeas pa l-i 
Dd+7NM+(3-sSi) D(A+2)(3-—i) ==> 
l+i 


2.47) Propriedades dos conjugados — Sendo z, e z, números complexos quaisquer, prove que: 
l9z Fm =2Z+2Z 


2) Z 2 =2,*Z, 
afa) 
23 (8) =2:2*0 
2.48) Mostre que, para todo n natural, (27) = (2)º. 


2.49) Sabendo que ze Ce 27º? +32? =a +bi, aeb reais, mostre 2(7)? + 3(Z)) =a — bi. 


2.50) Considere a equação (E): ax? + x + y = 0, onde a, 8 e y são reais (a + 0). Mostre que, se o 
número imaginário z é raiz de (E), então Z também o é. 
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Capítulo 


A geometria dos 
números complexos 


3.1 — O PLANO DE ARGAND-GAUSS 


Sabemos que os números reais podem ser associados aos pontos de uma 
reta, isto é, a cada número real corresponde um ponto da reta e a cada ponto 
da reta corresponde um número real: 


3 
-m "2 V2 2 


Como representar graficamente um número complexo? As próprias defi- 
nições dadas: 


— um número complexo z é um par ordenado de números reais a-e b: 
z=(a;b)=a+bi 
— C=IRxIR 


são, por si só, suficientes para percebermos a possibilidade de representação 
através de um ponto do plano cartesiano. 

Vamos, então, a cada número-complexo z = a + bi associar o ponto P(a; b) 
do plano cartesiano. Desta maneira: 
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Chamaremos o ponto P de afixo ou de imagem geométrica do complexo z. 


Exemplos 


Consideremos os pontos assinalados na figura: 


a) O ponto M é a representação gráfica do complexo 3 + 2i. 

b) O ponto N é o afixo do complexo —3 + i. 

c) O ponto P(2; —3) é a imagem geométrica do complexo 2 — 3i. 
d) O afixo do complexo — 2 + 0 = —2 é o ponto Q. 

e) A unidade imaginária i tem por afixo o ponto R(0; 1). 

f) O afixo do imaginário puro — 2i é o ponto S(0; —2). 


A representação gráfica dos números complexos foi introduzida através de 
estudos de Caspar Wessel (1745-1818), publicados em 1798 na Revista da Academia 
Dinamarquesa. No entanto, a idéia só começou a ser conhecida a partir de 1806, 
quando Jean Robert Argand (1768-1822) publicou sua exposição. À incorporação 
definitiva da representação gráfica à Matemática só se deu quando da divulgação 
dos trabalhos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855), durante a segunda década 
do século XIX. E 

Por isso, quando 6 plano cartésiano é utilizado para representar números 
complexos, é costume chamá-lo de Plano de Argand-Gauss. 
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Observemos que: 


todos os números reais têm seus afixos no eixo Ox; por isso Ox é chamado 


eixo real; 


os números imaginários têm seus afixos fora do eixo Ox; em particular, os 
imaginários puros são representados por pontos do eixo Oy, que, por isso, 


é chamado eixo imaginário. 


Exercício Resolvido 


3.1) Represente, no Plano de Argand-Gauss, os afixos dos números complexos z tais que: 


a 


— 


b 


-— 


a) Re(z) = 2 b) In(z) 21 


Solução 


oO -2<R(D)<I d) Retz) — Im(z) = 0 


Façamos z =x + yi, com x e y reais. Então: 


Re(z) =2<+x =2 

No plano cartesiano, a equação x = 2 re- 
presenta uma reta vertical traçada pelo 
ponto (2; 0). 


Il) >loy 21 


Esta desigualdade representa a região do 


- plano situada acima da reta horizontal da 


c 


IA 


d) 


equação y = 1 (incluem-se os pontos des- 
sa reta). 


-2<R()<le-2<x<] 


Esta desigualdade representa a'faixa-verti- 
cal do plano delimitada pelas retas x = —2 
ex=1, excluídos os pontos da primeira. 


Re(z) — Im(z) = 00x — y = 0 


Da Geometria Analítica, sabemos que 


/XXY= O é a equação da bissetriz dos 


qu impares. 
erro | 
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Exercícios Propostos 


3.2) Represente, no Plano de Argand-Gauss, os afixos dos números complexos z tais que: 
)1<il)<3 ; 
bDO<R(Zg)<3€e-2<In(z)<0 
c) R2(z) + I2(z) = 9 


3.3) Determine o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z para os quais o quociente 


Zz 
— é um imaginário puro. 
Z 


3.4) Represente graficamente os números complexos z = (x; y) para os quais: 


(x — 2y) (2y — xi) = — 16 


3.2 — MÓDULO DE UM NÚMERO COMPLEXO 


Considerado um número complexo 
z=a+ bi opontoP(a; b)éoseuafixo. 
A distância p, de P até a origem O é 
facilmente obtida pelo teorema de Pitá- 
goras: 


pP=al+b>p =/a2+4+b? 


Pois bem: esse número p (real e não negativo) é chamado módulo do nú- 
mero complexo z, podendo também ser representado por |z |. 
Temos, então, duas maneiras de entender módulo de um número complexo z: 


1.2) (algebricamente) módulo do número complexo z = a + bi é o número real 
não negativo dado por: 


2.º) (geometricamente) módulo ' do número complexo z é a distância do afixo 
de z até a origem: 
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Exemplos 
a) Sendo z = 2 + 31, temos: 
lzl=|2+3]=/2+3 
JD 


Logo: |z| =p 


H 


b) Sendo z = — 4 — 3i, temos: 
lzl=|-4=3i]= (97 +(-3» 
Logo: |z|=p =5. 

c) Sendoz = — 3 = — 3 + 0i, temos: 


lzl=|[-3/=M(-32+0 


Logo: |z|=p =3. 


Note, neste exemplo, que z é real e a definição de módulo de um número 
complexo está de acordo com a definição de módulo de um número real, 
que já conhecíamos do volume 1 desta coleção. 


d) Sejam P, oafixodez =3+2ieP, 
o afixo de seu conjugado Z =3-— 2i. 
Repare que: 

1.º) P, e P, são simétricos em rela- 
ção ao eixo Ox. 


29 |z])=|z|=/153 
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3.3 — PROPRIEDADES IMEDIATAS DO MÓDULO 


Sendo z e w dois números complexos, valem as propriedades: 


Suas demonstrações são imediatas, podendo ficar a cargo do leitor. 


Exemplos 


a) Sendo z = 12 + Si, temos Z=12-Sie 


zl=|2+5il=/[2+5=13 
jzl=|2-5|=/122 TE =a 


[2+3|-|1-4|= 
V2+32./2?+(-9=/3./17=/2 
alert OCH do, 

2+i [2+i] (2 +41? for 


b) |2+3)-(1 — 4i)| 


Exercícios Resolvidos 
3.5) Qual o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z tais que |z|=3? 


Solução 

Podemos resolver este problema de dois modos: por um simples raciocínio geométrico 
ou analiticamente. 

1.º modo — Como sabemos, o módulo de um número complexo é a distância de seu afixo 
até a origem; estamos, então, procurando o conjunto dos pontos cuja distância até a origem seja 3. 


Ora, sabemos que o lugar geométrico dos pon- 
tos do plano, cuja distância a um ponto fixo 
deste plano é constante, é uma circunferência; 
logo, o lugar dos afixos de z é a circunferên- 
cia de centro na origem e raio 3. 
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2.º modo — Fazendo z =x +yi, temos: 
jzl=3>/2+y)=3ex)+y2=9 (D) 


Na Geometria analítica (vol. 6 desta coleção) aprendemos que a EAUÇÃO (1) representa uma 
circunferência de centro 0(0;0) e raio r = 3. 
Assim, O lugar geométrico procurado é a circunferência da figura anterior. 


3.6) Qual o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z tais que |z|< 3? 


Solução 


De modo análogo ao exercício anterior, concluímos que a região do plano correspon- 
dente à condição dada é o círculo de centro O(0; 0) e raio:3 (sua relação é x2+ y? <9). 


3.7) Represente graficamente os números complexos z que satisfazem a equação |z |? +i =ãZ2. 


Solução 
Fazendo z =x + yi, temos: s 
aPi-PoN+y)eisg-y)Po(g+ry)=x—y?—2xyi 
Desta igualdade de números complexos vem o sistema: 
IN =x) — y? 
x +y2 = 2x 
que pode também ser assim escrito: 


«+y)x—-y)=0 fdc a cute 
x+y.=0 O de Hays 


É fácil, então, perceber que essas duas equações são simultaneamente satisfeitas apenas 
pelos pares (x; y), que obedecem à relação: 


x+y=0 


que, conforme a Geometria Analítica, repre- 
senta à bissetriz dos quadrantes pares. 
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3.8) Sendo w = 1 — i, represente graficamente os números complexos z tais que: 


jz+w|>|z- wi] 
Solução 


Fazendo z =x + yi, temos: 


elz+wl=|x+yi+i-il=[k+D+g-Dil= ED +6-D 
elz-wil=|x+yi-G-nil=|k-D+g-Dil=/a-D+ry1 
Como |z + w| >|z — wi|, podemos escrever: 
de+y+0-D>/e +07 
G+Dr+gy- Za +(y— 1? 
xX2+2X+12x2-2x+41 
420 
x 20 


Portanto, a representação gráfica dos 
complexos z tais que |z + w| >|z + wi] 
é o semiplano da figura ao lado. 


3.9) Determine a área do polígono cujos vértices são.os afixos dos números complexos Z 
tais que |z| = 1 e Re(z?) = 0. 


Solução 
Fazendo z =x + yi, temos: 


19 jzl=le/X +y=lex +y2=1 (D 
2)2=(+y)=(—y?) + Zxyi. 
Como R.(z?) = 0, vem x? — y? = 0. (LI) 
(1) é a equação de circunferência de centro na origem e raio 1. 
(ID) é a equação do par de bissetrizes (x + y =0 oux — y =0). 


y 


Assim, os afixos dos complexos que satisfazem simultaneamente as duas condições são 
os vértices de um quadrado cuja diagonal tem medida 2 (diâmetro da circunferência). 
Logo, a área pedida é: 


) 2 
S'= (lado? = (ce) E - =2 


JE 
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3.10) Sendo z e w, z * w, dois números complexos tais que: 


19) lzl=|w|= 
2.º) 2 +W é imaginário puro 


+ w 


determine 


Z—w 


Solução 
Fazendo z=a+biew=c+ di,temos: 


-elzl= guris l=>a? +b =1 
eve +d=l>c 4d =] 


ezew=(a+bi)(c-— di) =ac— adi + bei + bd = (ac + bd) + (b — ad)i 


Como z - W é imaginário puro, ac + bd = 0 e bc — ad + 0. 


Então: 
z+w E lz+w| |a+)+(b+adi) 
zZz—-w |z- w] ita -o)+(b- di] 


Ja +c2 + (b+ d? a? + 2ac+c? + b? + 2bd + d? 


E (a -c?+(b-d)? á a? —-2ac + c2 + b? — 2bd + d? 


2 + d? =, essa última expressão pode ser escrita: 


K 


Como a? + b? 


Z+W + 1 + 2ac+ 2bd 2+2(ac+ bd) 
z-w|=V 1+1-20-2bd & 2 = 2 (ac + ba) 2-1 
0 
3.11) Prove, utilizando o Princípio da Indução Matemática*, que [|z"|=|z]|” para todo natural 
nz. 
Solução 


Teorema 1- A igualdade é válida para n = 1: 
lz|=|z|=|z]! 


Teorema 2 — Vamos provar que, se a igualdade é válida para n = k, então também o é para 


n=k+1. 
Hipótese: |2*| = |z |t 
Tese: |zt*1 | =[|z|t 
Vamos partir do primeiro membro da tese e utilizar a propriedade |z -w|=|z|-|w|. 
Hipótese 
jxtij=|z7tezi|= ES «|z| Sia Helzl=[|2z]|**! = (2.º membro da tese) 


Aplicação: Vamos calcular [43 - De |: 


143-D|=19-1=03+C-DPp=/9=2º=256 


* Veja volume 2 desta coleção, p. 31. 
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Exercícios Propostos 


3.12) Calcule: 


a) |7- 24i| ESA 
l+i 
+ 21) 
b [0 +3)-(l — | | 
(—-1+2920 


3.13) Represente graficamente os números complexos z tais que: 


a) |z|=2 b|z|>2 E Ji<ijzj<2 


3.14) Determine o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z para os quais: 
alzl+z=2+4 o)lz-i+2i|=2 
biz-3)=|2+2]. d|z-1+2]<2 


3.15) Represente, no Plano de Argand-Gáuss, os complexos z tais que: 


aalz+2|+|z-2|=6 
blz+2]+|z-2|<6 


3.16) Sendo w = cosa + isena, a real, determine o módulo do número complexo z para o qual 


Ea 
=8. 


tem-se 


3.17) Sendo z e w números complexos tais que: 


19 lzl=|w[=1 


2.) 


ZW 


z 
determine R. (= 


w 


3.4 — OUTRA PROPRIEDADE DO MÓDULO: A DESIGUALDADE 
TRIANGULAR 


Sendo z e w números complexos quaisquer, tem-se que: 


Examinemos um exemplo. Sendo z =1 + 3ie w=2 + 1, temos: 
elz+w|=[3+4|=-/2+4=5 
elzl=|l+3[=/7+%=V105316 
elwl=|2+il=/2+E=V52238 


De fato, temos 5 < 3,16 4 2,23; portanto, neste exemplo vemos que o mó- 
dulo da soma é menor que a soma dos módulos. 

Pelo gráfico abaixo, a situação tor- 
na-se visível: a figura mostra um para- 
lelogramo, onde os lados têm medidas 
|z|e |w|, e uma diagonal mede |z + w|. 

Assim, observamos que nos triângu- 
los em que o 'paralelogramo está dividido, 
'os lados têm medidas |z |, |w| e |z+ w|; 
da Geometria Plana sabemos que (num 
triângulo) cada lado é menor que a soma 
dos outros dois. Dai a propriedade: 


Iz+wl|l<l|z|+|wl 


ser conhecida como desigualdade triangular. 

Fica evidente que, quando |z | e | w | estiverem representados por segmen- 
tos contidos numa mesma reta que passa pela origem, ocorre o caso em que | 
lz+wl=|z|+l|wl. o ' 


Por exemplo, sez= 1 +2iew= 
= 2 + 4i (note que os pontos (1;2) e 
(2;4)pertencem à reta da equação y = 2x), 
temos: 


o |z+w|=|3+6]=/9+36=3/5 

o lzl=|1+2il=/1+4= 5 

e lw|=|2+4il= /4+16=2/5. 
GJT= 45 +29 


Ro 
o a 
ao 

, 


j 

o 
so o 
o 


E a o na 


Exercícios Resolvidos 


3.18) Sendo z um número complexo tal que |z + 3 — 4i | = 12, determine o valor mínimo de jz. 
Solução 
Pela desigualdade triangular, temos que: 
|z+3-4|<|z|+/|3-4i] 
Como |z+3-4|=12e|3-4|=/3+(29 =5, a desigualdade se escreve: 
<|z|+5 
donde obtemos: 
lzl>7 


Assim, o valor mínimo de |z | é 7. 
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3.19) Os números complexos z = a + biew=c+disãotais quea-b-c-d £0 
elz+wl=I|zl+|w.. 
Determine a relação entre a, b, c e d. 
Solução 
Sabemos que, quando o módulo da soma é igual à soma dos módulos, os afixos dos com- 
plexos pertencem a uma mesma reta (r) que passa pela origem. 
Seja, então, y = mx a equação dessa reta (r). 
Se (a;b)er, temos b = ma. (1) 
Se (c;d)er, temos d = me. (Il) 
De (1) e (Ii) temos: 


b d 
Portanto, — = — ou ad = bc. 
a c 


Exercícios Propostos 


3.20) Mostre que, sendo z e w números complexos quaisquer, então |z—- w|<]|z|+|w|. 


3.21) Mostre que, sendo z,, z, e z, números complexos quaisquer, então: 


lu+m+z|<|lzl+|z|+l|z| 


Vasto rt Eee eg RT 
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Capítulo 


A trigonometria dos 
números complexos 


se) 


4.1 — ARGUMENTO DE UM NÚMERO COMPLEXO 


Sejam z = a + bi um número com- 
plexo não nulo e P o ponto que o repre- 
senta. 

A medida O do ângulo formado 
pelo semi-eixo positivo Ox e pelo seg- 
mento. OP (tomada no sentido anti- 
horário) é chamada argumento principal 
do número complexo z, e é indicada 
por arg(z): 


No caso em que b = 0 ea > 0, isto é, quando P está no semi-eixo positivo 
Ox, adotamos 6 = 0. Percebemos, então, que: 


Nota: Damos o nome de argumento principal a O pelo fato de também serem 
considerados como argumentos do número complexo z = a + bi todos 


os côngruos de O, ou seja, os ângulos de medidas: 


E no. Si 
onde ke Z. Assim, se O = E é o argumento principal de um com- 
plexo z, também são argumentos de z: 


ae E, Ei Ea Eis = E etc. 
QD 2 2 2 
No entanto, é fregiente nos referirmos ao argumento principal 6 simples- 
mente como argumento de z. 


Exemplos 


a) Seja z = —S. 
Temos, então, o ponto P(—5;0) no 
semi-eixo negativo Ox. Portanto: 


0=7 


b) Seja z = — 3i. 
Temos, então, o ponto P(0; —3) no 
semi-eixo negativo Oy. Portanto: 
37 


pre 
2 


c) Sejaz=1+ 31. 
Calculando |z |, temos: 


lz|=» = /12 dd 3) =/4=2 


No triângulo retângulo “OAP, temos: 


g — Sateto oposto 3 


hipotenusa 2 


sen 


Como 6 é agudo, é imediato que: 


pe 
3 
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d) Seja z = 2/3 2i. 
Calculando |z |, temos: 


zl=0=V/2V/3L+(-D =4 


Para determinarmos 9, vamos primei- 
ramente determinar o ângulo « no 
triângulo OAP da figura, já que é 
imediato que 0=2n-— q: 


l 


2 
senga =>— =— 
4 2 


E x 
Temos, então, à = T e, 


portanto: 
PR a ts 
6 6 
e) Seja z= -—-3+ 4i. 


Calculando |z]|, temos: 


Para determinarmos 0, vamos primei- 
ramente determinar o ângulo q no 
triângulo OAP da figura, já que é ime- 
diato que 0= 180º — q: 


sena = - = 0,8000 
Consultando a tabela do final do li- 


vro, temos «353º. 
Logo, 0= 180º — 53º = 127º 


4.2 — A FORMA TRIGONOMÉTRICA DOS NÚMEROS 
COMPLEXOS 


As definições de módulo e argumento de z nos permitem escrevê-lo numa 
nova forma, além das já utilizadas: (a; b) (cartesiana) e a + bi (algébrica). 

Se lembrarmos que os sinais das coordenadas (a; b) de um ponto do plano 
cartesiano são, em todos os quadrantes, os mesmos que os do cosseno e do seno, 
respectivamente, é fácil verificar que para todo número complexo z = a + bi 0, 
cujo módulo é p e cujo argumento é 6, valem as relações: 
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Dessas igualdades tiramos: 


b=psenf e a =pcos6 


Podemos, então, escrever: 
z=a+bi=pcos0+ (psen Oi 


isto é: 


que é a forma trigonométrica do complexo z. 

Exemplos 

a)z=-—-Stemp=5e0=7 (Veja exemplo a, do item 4.1.) 
Podemos, então, escrever: 


Zz=-5=5(cosn+isena) 


b)z = —3i tem p=3e0 -— (Veja exemplo b, do item 4.1.) 


Então: 


o)z=I+V3itemp=2e0= - (Veja exemplo c, do item 4.1.) 


Então: 
. E n : x 
z=1+/3i =2 (cosa + jsenT) 
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1 
dz=2/3-2i tem p=4€ 0 -— (Veja exemplo d, do item 4.1.) 


Então: 


liz 


; ID! 
2=2/3-2i = 4 (cos E + isenTE) 


Observação: Como, da Trigonometria, temos que dois arcos (ângulos) côn- 
gruos têm senos iguais e cossenos iguais, é evidente que a forma 
trigonométrica de z pode ser escrita com qualquer dos argumentos 
de z dados por 0, = 0 + 2kx, keZ, isto é: 


z=p(cos0 + isen 0) = p(cos O, + isen O,) 
Por exemplo, como x e 37 são côngruos, podemos escrever: 


z=-—-5=5S(cosm+isenn)= 5(cos3r+ isend3r) 


Exercícios Propostos 


4.1) Escreva na forma trigonométrica os números complexos: 


az=3 ez=-1 
bz=/3+i )z=-1-i 
c)z=5i gz=-4i 
dz=-3+3/3i hz=3-3i 


4.2) Escreva na forma algébrica os números complexos: 


a)z=6 (cos + isen) 
3 3 


3... 31 
b) z = cos-— + isen — 
4 4 


Ta ; ks 
co)z=2|cos-- + isen— 
6 6 


4.3) Mostre que se o número complexo z tem argumento O então z? tem argumento 20. 


4.4) Sendo 8, e 6,, com 8, +08, = 2x, os argumentos de dois complexos de mesmo módulo, mostre 
que tais complexos são conjugados. 
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Capítulo 


Operações na forma 
trigonométrica 


5.1 — INTRODUÇÃO 


Quando introduzimos a forma' algébrica dos números complexos, notamos 
que certas operações, como a multiplicação e a divisão, tornaram-se bem mais 
simples de se executar. 


A forma trigonométrica, por sua vez, tem a vantagem dê simplificar o tra- 


balho de potenciação e de radiciação de números complexos, como veremos 
a seguir. 


5.2 — MULTIPLICAÇÃO E DIVISÃO 


Sejam os números complexos (não nulos): 


Z, = pi(cos 0, + isenQ,) 
Z, = polcos 0, + isen0,) 


Vamos calcular o produto z,+ z,: 


Z, *Z)=pi(cos0, +isend,) -p,(cos0,+isen0,)= 
= pypa(cos 6, cos 0, +icosb, senO,+isenB, cos0,+i? send, sen0O,)= 
=pipalícos0, cos0; —sen0, sen0,)+i(sen 8, cos0, + senO, cos 8) 


Como, da Trigonometria, temos que: 


cos 9, cos O, — sen 8, sen 0, 


cos (0, + 0,) 


sen 6, cos0, + senQ,cos0, = sen (0, + 0,) 


escrevemos : 
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onde lemos que, para multiplicar dois números complexos na forma trigono- 
nométrica, basta multiplicar seus módulos e semar seus argumentos. 

É fácil verificar que esse procedimento pode ser generalizado para um nú- 
mero qualquer de fatores: 


Zy tm Ze t Zn = Pr ºPotPs* ot Palcos, + 0, +0; +... + 05) + 
+isen(0,+0,+0,+...+ 0) 


E Z, 
Vamos agora calcular o quociente — : 
Z» 
Z, |  pi(cos0, +isend)) pi(cos0, + isenb,) (cos0, — isen0,) 
Z, palcos0, +isend,) p(cos0, + isen0,) (cos8, — isen0,) 


— Pileos 8, cos0, — icos O, sen 6, + isen O, cosd, — i? sen O, senB,] 


polcos?0, — i2 sen?0,) 


p, [(cos 0, cos0, + sen O, sen 0,) + i(sen O, cos 0, — sen O, cos 07)] 


Ps» cos?0, + sen?0, 


Como, da Trigonometria, temos: 


cos 9, cos 0, + sen O, send, = cos(d, — 0,) 
sen 8, cos0, — sen O, cos 0, = sen(0, — 0,) 


l 


cos? 0, + sen? 0, 
escrevemos: 


pd e * [cos(0, — 0,) + isen(O, — 0) | 
CoRo : 


gica SS ss 


onde lemos que, para dividir dois números complexos na forma trigonométrica, 
basta dividir seus módulos e subtrair seus argumentos. 
Exemplo 


Sejam z, = 6 cos E + isen ij ez =2 aa 
ea SR a 4 2 2 RA 


Para calcularmos z, - z,, fazemos: 
Prº Po =6:2=12 


3x 


Mm 
2º; 4 


+ =T+ 


e escrevemos: 


mo... In 4 
Z,*z, = 12 ES en 


E z 
Para calcularmos. —E fazemos: 


Z, 

PiçÃ as 

[4 

| a 3x 5x 
pp 


e escrevemos: 


Z, 5x ; 5a 
— =3|cost -— | +isen[ — — 
Z, 4 4 
Note-se que, neste resultado, o argumento obtido não é o principal 0, e 
; fa 5x H 
sim o seu côngruo — Er Caso desejemos a resposta em função de 0, deve- 


mos calcular a primeira determinação positiva* dos arcos de mesma extremidade 


AR 
q Ri 


podendo, depois, escrever: 


ai Z ( EL ) 
— =3 Cos en 


É 
5.3 — POTENCIAÇÃO 


Com base na multiplicação, na forma trigonométrica, vamos verificar como 
se processa o cálculo de potências da forma z" = (a + bi)", ne Z*, sem que 


precisemos recorrer a métodos exaustivos como, por exemplo, o binômio de 
Newton. 


*Veja volume 3 desta coleção, p. 39. 
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Consideremos o número complexo z = p(cos0 + isen8) e o número 
inteiro n, ambos não nulos, e calculemos 2”. 


Se n> 0, temos: 


MP=zre. sz 


e 
n fatores 


n 


7” =p-pe... -plcost0+0+...+0)+isen(0+0+...+0] 
SR, (ES) Ma 


n fatores a RREO eai 
Portanto: 


Z = p"(cosnO + isen ng) (1) 


Se n< 0, temos — n + O, podendo, por isso, ser usado o resultado (1) 
para —n. Então, fazemos: 


l 1 


Zº = ET ES  RE 
z”º p"Icos(—-n0) + isen(—n6)) 
a ; cos (—n 8) = cos nó 
Da Trigonometria: 
sen (—n0) = — sen nô 
E Ea: Fo » p" cosnô + isennô | 
z" cosn — isennd  cosnô — isennô cosnô + isennô 

— pº(cos nô + isen nô) 


cos2nô + sen2nô 


l 


Vemos, então, repetido o resultado (1). 


Como para n = 0 este resultado também se verifica [zº = pº(cos O + 
+ isen 0) = 1], temos que, para todo inteiro n: 


ou seja, para elevarmos um complexo z 4 O a um expoente inteiro n qualquer, 
basta elevarmos o seu módulo a n e multiplicarmos o seu argumento por n 
A fórmula acima é conhecida como fórmula de De Moivre. 
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Exemplos 


= ; bia 
a) Seja z =./ 2(cos+ + i sen =), Vamos calcular z!8. 


-—- l 

Z18 = Zs(cos ni + sen) 
Z!8 = 2º E + no 

2 2 

Emos e é côngruo de a 
2 2 

z!8 = 512 (cos + isenD 

2 2 


E 5 : 5 
b) Seja z = cos + isen = Vamos calcular z é (note que p = 1). 


zº=(1)$ [eos (- 6 =) + sen (- 6 =| 


zº = 1 «[cos(— 107) + isen (— 107)] 
Como — 107 é côngruo de zero: f 


a E Gi) 
zº=cos0+ iseO=l 


Exercícios Resolvidos 
5.1) Calcule (—2 + 21). 


Solução 


Vamos escrever —2 + 2i=z na forma trigonométrica: 


p= D+2 =/8=2/2 


Na figura, OAPB é um quadrado; por- 

z n 37 

tanto, a=— eB=n-0=1—-—=— 
4 4 4 


3 R 3 
Logo:z=—-2+2i=2/7 (cos E + isend). 


5.3 5.3 
Z=(-2+2]) = 2/3 (cos iuê + isen a) = 
= 128/2 (cos = +ise = 
COS sam RELA 2 
4 2 
Como x o) 
sen—— =sen— = — X— 
4 2 


zº = tas vz (NE - 5) = 128-—128i 


5.2) Deduza as fórmulas de sen 20 e cos 20 em função de send e cos 8, utilizando a fórmula de De 
Moivre. 


Solução 
Sendo z = p(cos0 + isen 6), a fórmula de De Moivre nos dá: 
zº = p"(tosnô + isen nô) 
Para obtermos cos 20 e sen 20, façamos n = 2:. 
z? = p? (cos 20 + isen 26) (D 
Mas, como z = p(cos0 + isen 0): 
z? = pº(cos0 + isen 0)? = p?(cos?0 + 2icos O sen O + i? sen? 0) 

isto é: 

z? = p?(cos?0 — sen?8 + i-2 sen 6 cos 8) (11) 
De (1) e (II) temos: 

p?(cos 20 + isen 20) = p? tcos?0 — sen?0 -+ i «2 sen cos 0) 

Portanto: 


cos 29 = cos?0 — sen?0 e sen20 =2senfcos6 
5.3) Mostre que se (43 + i)?º, neZ, é real, então n é múltiplo de 3. 


Solução 


Vamos escrever /3 + i=z na fbrma 
trigonométrica; temos: 


p=/VIL+AL =2 


pre 
6 
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Portanto, z =/3 + 1,=:2 (cos T+ isend) e 


2nr.. 2na 

ZM =. 20 (cos + senda) 

6 6 

nr. na 

Z"=4 (cs — + isen dE) 
3 3 

; E EL na ; 5 na 
Para que z?" seja real, é necessário que sen E = 0, isto é, o arco = deve ter ex- 


tremidade em A ou em A” (figura abaixo). 


nx 
; Logo, — = ka, keZ, 
A A Bo. 


e dai, n = 3k = múltiplo de 3. 


5.4) Determine o menor natural n para o qual (V3 + i)º seja um imaginário puro de coeficiente 
positivo. à 


Solução 


Sendo z = /3+i, temos: |z|=p=2 e arg(z) =0 == 
Portanto: 

T.. n 

Z=2 (cos = + isenã) e 
6 6 
7 =(/3+ip= 2º (cos E + sen) 
6 6 

Como 2" > 0, para que z" seja imaginário puro de coeficiente positivo, devemos ter: 


cosZ2 = 0 e sent >0 
6 6 


isto é, o arco E deve ter extremidade no 
ponto B (figura ao lado). 
na id 
Logo, — =— + 2kr, 
6 2 


e daí, n=3+ I2k,k inteiro. 


Finalmente, o menor natural n que satisfaz a condição acima é n = 3. 
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Exercícios Propostos 


5.5) Calcule; 


Ja) (T+ ds =) (5- Si J(-2-2)"'8 d(-1-31)1º 


ER a CR ER EC) 


2 


5.7) Deduza as fórmulas de cos (n 8) e sen (n 8) em função de cos Q e sen 8, utilizando a fórmula de 
De Moivré e o binômio de Newton nos seguintes casos: 


a)n=3 bn=4 


5.8) Sendo n um número natural, mostre que se (1 + i)º é imaginário puro, então n é um termo qual- 
quer de uma progressão aritmética em que a razão é r = 4. 


5.9) Determine o menor inteiro positivo n para que (1 + ir seja: 
a) real positivo b) real negativo 
5.10) Determine o menor natural n para que (— /3 + i)" seja: 


a) imaginário puro de coeficiente positivo 
b) imaginário puro de coeficiente negativo 


5.4 — RADICIAÇÃO 


Definição — Dado um número complexo z e um número natural n 0, 
chamamos raiz n-ésima de z a todo número complexo « qe satisfaz 


a relação w”" = z. 
A raiz assume um nome especial para cada valor de n. Assim, se n = 4, 


dizemos raiz quarta de z; se n= 7, dizemos raiz sétima de 2, etc. 
No caso de n = 2, costuma-se dizer raiz quadrada e, para n=3, raiz cúbica. 
Conforme veremos, todo número complexo não nulo admite n raizes n-ésimas. 
Por exemplo, o número 1 admite 4 raízes quartas (|; —1; i; —i), pois: 


lt=I;(-D=l;it=le(-it=1 


Vejamos como determinar as raízes de um número complexo. 
Dado z = pcos 0 + isen0, seja: 


o = r(cosa + isena) uma raiz n-ésima de Z. 
Então: 
o =2Z 


rº(cos na + isen na) = p(cos O + isen 0) 
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donde tiramos: 


r” = p, cosna = cosô e senna = sen O 


1.º? conclusão: 


ou seja, o módulo da raiz n-ésima de um complexo z é igual à raiz n-ésima do 
módulo de z. i 

Assim, se por exemplo z tem módulo 2, suas raízes quadradas têm mó- 
dulo /2; suas raízes cúbicas têm módulo “2; suas raízes quartas têm módulo 
Y2,.ete. 


cos na 


pista > na = 0+ 2kn 


sen na = sen O í 


2.º conclusão: — | 


donde: 


Lembremos que « é argumento de « e notemos que, se atribuirmos a k os 
valores: 


0,1,2,3,...,n—1 


obteremos n valores distintos e não côngruos para « e, para qualquer outro valor 
de k, o valor resultante de « será côngruo de um dos já obtidos. 

Por exemplo, se z tem argumento 9 = x, suas raízes quartas (n = 4) têm 
argumentos dados por: 


2kz 


+ , keZ 
Z E 


z 
qa=— 

4 
onde: 


para k = 0, temos a, = 


e 
4 
para k = 1, temos «, = 
para k=2, temos «a; == 


para k=n-1 =3, temos q, dr 
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e, caso continuemos, começaremos a encontrar côngruos: 


9 
para k =4, q = - (côngruo de «,) 


Por tudo isso, concluímos que, com o valor de r já determinado e cada um 
dos n valores distintos e não congruentes de «, podemos formar n números com- 
plexos w =r (cosa + isen 4), todos eles raizes n-ésimas de z, dados por: 


KeZ) (54) 


Exemplo 


Vamos calcular as raízes cúbicas de z = 0 + 8i. 
Temos, na forma trigonométrica: 


E cos E + isen + 
2 2 


n ; pais E 
onde p=8e0= Ea Como n =3,as raízes cúbicas de z são dadas por: 


n n 
| O a DE E: 
w=Y8 lcos ER dE 


(99) 2[cos(E + 282) 4 isen(E + 28) | 
=2|cosl— + — i — +— 
6 3 6 3 


Atribuindo a k os valores O, | e 2 =n-—l, temos: 


ou seja: 


k=1 = 0, =2(00E sisndi) = VT 4i 


k=2=>0, =2(cos dE + sen) = — 2i 
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Assim, /3 +1, —4/3 + ie —2i são as três raizes cúbicas de 8i. 


interpretação geométrica — Observemos o exemplo dado: como as três 
raízes cúbicas têm o mesmo módulo r = 2, seus afixos estão sobre uma circun- 


doe da e Ê Ee : 
ferência de centro na origem e raio 2; a expressão = + nos diz que 
os argumentos « determinam, sobre esta circunferência, 3 pontos distintos e 


: ; 2x 
separados entre si de um arco de medida Ea : 


Vemos, então, que os atixos das raízes cúbicas de z = 8i são vértices de 
um triângulo equilátero inscrito numa circunferência de raio 2. 
Analisando, agora, a expressão das raizes n-ésimas de z: 


0 2kz . [o] 2kz 
q = yo |cos(m + HE) + isen( o + E )| 


percebemos que: 


1.º) as n raizes n-ésimas de z têm o mesmo módulo r = Jp, estando, por isso, 
seus áfixos sobre uma mesma circunferência com centro na origem e raio 
r= Yp; 

: ; 9 

2.º) da Trigonometria sabemos que arcos da forma — + 

n n 
pontos distintos no ciclo, distribuídos de modo a dividir a circunferência 
em n partes iguais. 
Portanto, os afixos das raizes n-ésimas de z são: 


representam n 


— se n = 2, extremidades de um diâmetro da circunferência de centro 
(0:0) e raio Yp; 

— sen > 3, vértices de um polígono regular de n lados, inscrito na circun- 
ferência de centro (0:0) e raio Y/p. 
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Exercicios Resolvidos 


5.11) Sendo w, = | + i uma das raízes quartas: de um complexo z, determine as demais. 
Solução 


Vamos resolver o problema de dois modos. 


1.º modo — Temos que lwo|-=r =V/1+1 =VZe arg(w,) = a = z 


As raízes quartas de z são dadas por: 
(5) kz [1] ka 
w= cos(— +-——) +isen|l— + —ll,kezZ 
97 [son(G +55) + sn + 28)] 


Como «w, é uma dessas raízes, devemos ter: 


9 = |o,|= 7 


e 
[o kz a [o] n km 
=p sqers— =D. Ds0=n-2% 
4 + 5) [4 4 => 7 Z 2 > n n 
Como 8 representa o argumento principal de z, tomemos 0 = 7. 
Portanto, as raízes quartas de z são dadas por: 
k 
q - VT [cos (= + =) + isen (E a) 
e daí: 


para k = 0, à, = 


para k = 1,0, = 


sa 
8 
|s 
+ 
g 
[=] 
EIê 
n 
a 
de 


para k 


h 
E 
E 
mw 
| 
Ê 
8 
+ 
g 
3 
ki) 
l 
I 
I 


é E 
para k =3, 0, = VT(cos TE + isen dE) =l-i 


Assim, as demais raízes de z são: 


2.º modo — Sabemos que as 4 raízes quartas de z têm seus afixos como vértices de um 


quadrado inscrito na circunferência de raio r = [0] =/2. Como w, é um desses vértices, 
temos: 
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Então: 


w, é simétrico de w, em relação a Oy; logo, q, = —1 +i. 
o, é conjugado de w,; logo, q, = —1 — ii. 


w, é conjugado de w,; logo, w, = 1 — ii. 


5.12) Resolva, em €, a equação binômia xº + 8 = 0. 


Solução 
Temos: x'+8=0<x)=-—8 
Portanto, os valores de x que satisfazem a equação dada são as raízes cúbicas dez = —8. 


Na forma trigonométrica, temos: 
z=-8=8(cosn +isena) 


Como n=3,p =8€e0=7, os valores de x são dados por: 


x= YE [eos (5 DE), isen (= + a) [ez 


Então: 
To... x ; 
para k = 0, x, -2(c0s % + isenã) =1+ 3 
para k =1,x,=2(cost+isena) = —2 
5 
para k =2, X, =2 (cos + isendE) - 1-1/3 
Logo, o conjunto-solução de x) + 8 = 0 é: 


s=[([-21+1/7;1-1/3) 
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5.13) Resolva, em C, a equação trinômia xº — 15x* — 16 = 0. 
Solução 
Fazendo a mudança de variável x* = y, a equação dada se escreve: 
y2— 1Sy — 16 =0 
Como suas raízes são y = —1 ou y = 16, vem: 
xt*=-1 ou x*=16 


Portanto, os valores de x que satisfazem a equação dada são as raízes quartas de —1 
reunidas às raízes quartas de 16. 


— As raízes quartas de —1 = | (cosm + isen x) são dadas por: 
z “2km z 2kn 
x=Yl |cool—-+—"— |) +isen(— + >— ||,keZz 
1 [en(ã +) imã +28] 


— Ás raízes quartas de 16 = ló (cos0 + isen 0) são dadas por: 


x = 416 cos edad + isen Edi ,vkeZ 
4 4 


Atribuindo a k os valores 0, 1, 2 e 3, obtemos, dessas duas últimas expressões, o conjunto- 
solução da equação proposta: 


2 2 2 2 2 2 2 2 
EP PAD Eiras) 


5.14) A fórmula de Baskara para determinação das raízes da equação do segundo grau 


ax? + bx +c=0,a + 0, no caso em que os coeficientes a, b e c são números complexos, pode 
ser escrita: 


— b+r 
XX =—>——+ 


2a 
onde o simbolo r, representa as raízes quadradas do discriminante A = b? — 4ac. 


| 
Utilizando esta fórmula, resolva a equação x? — (1 + ix — a + 21) = 0. 
Solução 
, 1 
Tendo a=1l,b=-(|I+i)ec=- ae + 2i), calculamos q discriminante: 
l : 
A=b-4c=[-(1 +op=s 1. [-S6+2)] 


A=3+4i 


Vamos, agora, calcular Fr, isto É, as raízes quadradas de A = 3 + 4i. 
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É claro que, para isso, poderiamos utilizar a expressão (5.4) para n = 2: 
[7] 2kz : [o 2kr 
v=n=V cost— + -—— | +isen(— + — 
pitada | (5 2 ) (5 2 )| 


onde p e 6 são, respectivamente, o módulo e o argumento de 4 = 3 + 4i. 
No entanto, como se trata do caso simples de determinação das raízes quadradas, parece- 
nos conveniente utilizar a definição de raiz: determinar r, = a + Bi(ae É reais) tal que: 


2 =A 
Temos, então: 
(x + Bi)? =3+4i 
(x? — 6) + 2aBi =3 + 4i 


donde: [í — B?=3 
2aB = 4 


Resolvendo este sistema (lembrando que « e £ são reais), obtemos: 
I (e=2eB=lou (x=-2e8B=-1)) 
Portanto, as raizes quadradas r; = « + Bi são: 
Ig =2+i;m=—2-i 


“ Finalmente, com a fórmula fornecida, obtemos: 


X, =———adih, — qm aim = me + À 
2 2 2 

Sans (a 29) a ro ton ) PDR 

2, 2 2 2 


Assim, o conjunto-solução da equação dada é: 


s=[o+5 -+ 
2 2 


Exercícios Propostos 


5.15) Determine: 


a) as raízes quadradas de 4 + 4/3 
b) as raízes cúbicas de —27i 
c) as raízes quartas de — 16 


5.16) Resolva, em €, as equações: 


a)x)+8i1=0 bxº-1=0 


5.17) Resolva, em €, as equações: 


a) xº — 19xº — 216 = 0 


9 
b) x? — 2ix — E — 3i = 0 (Utilize a fórmula fornecida no exercício 5.14.) 
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5.18) Uma das raízes cúbicas de um número complexo z é 8. Determine as outras raízes cúbicas de z. 


; LD o ; 
5.19) O número w = 3(cos = + isen a) é uma das raízes quartas de um número complexo Z. 


Determine as demais raízes quartas de z. 


: Sm 
5.20) Uma das raizes sextas de z tem módulo 2 e argumento = Represente graficamente as 


seis raizes sextas de Z. 


Exercícios Suplementares 


1.1) Determine a soma dos reais x e y para os quais x? + y? +5i=13+ xyi. 
2) Sendo z =(tga + i) (cotg a + i), determine R.(z) e In(2). 
1.3) Determine o número complexo z tal que z? = iz. 


1.4) Sejam a, b, c e d reais não nulos. Mostre que a equação x? + (a + bix+c+di=0 
não admite um número real e um imaginário puro simultaneamente como raízes. 


1.5) Prove, utilizando o.Princípio da Indução Matemática, que: 
is” = i, YnelN 
1.6) Sendo z e «w números complexos tais que z? — w=6ez+D=1- i, determine z — w. 


1.7) Os números complexos distintos b + aie a + bi, com a «b £ 0, têm por afixos os pentos A 
e B, respectivamente. Determine o complexo cujo afixo é a extremidade do vetor que se obtém 
fazendo o vetor AB girar de 270º em torno de A, no sentido trigonométrico positivo. 


1.8) Represente graficamente os números complexos z tais que: 


I<|z|<2 


n 3a 
— <arg(z) S — 
id g(z) A 


1.9) Sendo w = | — 2i, represente graficamente os números complexos z tais que o produto wz 
seja: 
a) real 
b) real positivo 
c) imaginário puro 
d) imaginário puro de coeficiente negativo 
1.10) a) Determine o complexo z tal que iz + 22+3+31=0. 
b) Determine o módulo e o argumento de z. 


c) Determine a potência de expoente 16 desse. complexo. 
d) Represente graficamente as raízes oitavas do complexo. 17 + z — ii. 
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Capítulo 6 — O conceito de polinômio. 
Igualdade 

Capítulo 7 — Operações com os polinômios. 
Grau 


Capítulo 8 — A divisão de polinômios |. 


Capítulo 9 — A divisão de polinômios em que o 
divisor é de grau 1 


Capítulo 10 — Outros temas importantes 


x 
s 


Capítulo 


O conceito de polinômio 
Igualdade 


6.1 — O CONCEITO 


Um polinômio na variável ou indeterminada x é uma expressão da forma: 


px) =a,+a;x + ax + Ea 


onde os coeficientes a,, a,, à,,..., an São números complexos; às parcelas 
ao, 2,X,a,X2,...., anX", chamamos termos do polinômio p(x); e a, é o seu ter- 
mo independente. 


Exemplos 


1.º) Seja p(x) =4 + /2x + ix?; temos a, =4,a, = 2 ea, =i. 
2.º) No polinômio f(x) = 3x + 5x), temos a, =0,a,=3,a,=0 ea, =s5. 


6.2 — VALOR NUMÉRICO DE UM POLINÔMIO 


Sejam o polinômio: 
p()=açtax+ax?+.. + ax 


e o número complexo a. 
Chama-se valor numérico do polinômio p(x) em x ao número p(x) que se obtém 
substituindo-se, em p(x), x por «, e efetuando-se as operações indicadas, isto é: 


Em particular, se para o número complexo x tem-se p(x) = 0, diz-se que 
a é uma raiz ou um zero do polinômio p(x). 


n 


Exempios 
Seja g(x) =2 — 3x + x”; temos: 


gD)=2-3(D+(172=0 
8(0)=2-3-(0) + (02 =2 
s-D=2-3(-D+(-13=6 


Observe que o número 1 é uma raiz de g(x), pois g(1) = 0. 


6.3 — DEFINIÇÃO — POLINÔMIO NULO 


Denominamos nulo (ou identicamente nulo) a um polinômio p(x) quando 
seu valor numérico é zero em todo a, «Ee €C, e indicamos: 


(09 =0 ou pl) =0 


Demonstração 
1.º parte 
Hipótese: aç=a,=a,=... =a,=0 
Tese: p(x) = 0 
Por hipótese, temos: 
px) =0+0x+ 0x2 +... + Ox 
E, para todo «, «e €: 
p(x) =0+ 04 + 0x? +... + Oaº = 0 


o que demonstra a 1.º parte. 
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En 
x 


' 
2.º parte 


Hipótese: p(x) = 0 


N 
Tese:aç=a, =a,=...=aç=0 


Se p(x) é.nulo o seu valor numérico é zero em todo à, «e €. 
Sejam, então, &9, 4» 4, -.., An, N + 1 números complexos, distintos dois 
a dois; temos: . 


P(xo) = ao +aã + aa +... +ação =0 
p(a)=a+azg+rad+..+aa =0 
p(x)=aç+rax, +aa+..+aa? =0 


pla) =aç+aa +aai+.. + aah = 


As equações acima constituem um sistema linear homogêneo, formado por 
n + | equaçõesen + 1 incógnitas: a,,a,,a,,..., an. A matriz incompleta do 
sistema é: 


2 n 

l a as ag 

2 n 

l a, a? 4 

a 2 n 
A=|1 a a a 
2 n 

1 oq az o 


Note que A é uma matriz de Vandermonde e det A £ 0, pois os elementos 
de base da matriz são dois a dois distintos. (Veja volume 4 desta coleção, p. 121.) 


, 


Daí podemos concluir que a única solução do sistema é a trivial: 
aç=a=a=..=a,=0 


o que demonstra a 2.º parte. (Veja volume 4 desta coleção, p. 176.) 


6.5 — DEFINIÇÃO — POLINÔMIOS IGUAIS 


Os polinômios p(x) e q(x) dizem-se iguais (ou idênticos) quando assumem 
o mesmo valor numérico em qualquer «, xe €. Indica-se: 


Podemos, então, escrever: 
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6.6 — QUANDO POLINÔMIOS SÃO IGUAIS — TEOREMA 


Demonstração 
1.º parte 
Hipótese: a, =b,,a,=b,,a,=b,,...,a, = b, 
Tese: p(x) = q(x) 


Para todo «, «e C, temos: 
p()=aç+axrac+...+adr=bo+ba+b,02+...+bça" =d(x) 


6) 


2.º parte 
Hipótese: p(x) = q(x) 
Tese: ag=b,,a=b,,a,=b,,...,aç=b, 
Se p(x) = q(x), por hipótese, a definição 6.5 permite-nos escrever para todo 
a, «el: 
plo) = (a) 
Então: 
agtax+raad+..+adr =bo+ba+b,o +... + ba” 
e daí: 
(ao —-b)+(a-b)a+(a,—- be +... + (a — ba” =0, Va 
A igualdade acima, válida para todo «x, garante-nos que o polinômio: 
h(x) =(a;—-b)+(a—-b)x+(a,—b,)x? +... + (a, — bx” 
é nulo. (Veja definição 6.3.) 
Então, pelo teorema 6.4, temos: 
ag —b=0,a,-b=0,a,-b,=0,...,a,—b = 0 


e daí a tese: 
ag=bo,a=b,a,=b,,..,a,=b, 


74 


a 
A 


a 


Exercícios Resolvidos 
6.1) Seja o"polinômio fx) = 1 +x + x); determine: f(—2), (0), f(1), MEG), fix — 1) e Ox. 


Solução 
H-D=1+4(-D+(-2P = —9 
f(0)=1+0+0 =1 
(DS1+1+"=3 
39) =1+3+3º=31,e daí MB] =f(31)=1+31+31º =29823 
fa-D=l+(4-D+(K-—-D=-1+4%— 3x? + x 
3) =1+(D) + (3x) =1 + 3x + 27x) 


6.2) Consideremos o polinômio P(x) =aç+ax+a,x?+...+ ax". O que representam P(l) e 
P(0) em relação aos coeficientes? 


Solução 


Temos: 


P(D=atal+a,L+.+aclP=a+tata +. +a=>a; 
Então, P(1) é a soma dos coeficientes de P(x). 
PO) =açta,-0+a,:0 +... +a*0" =a 
Então, P(0) é o termo independente de P(x). 


6.3) Dado o polinômio na variável x: P(x) = pq + qx + px? + xº, determine Pp e q para que se 
tenha P(1) = 2 -P(—1) = 12. 


Solução 
P(D=2=>pm+aD+prMD+HAP=2>pq+q+p+i=12 (D 
2:M-D=12=>P(—-D)=6=>pqg+q(-D+p(-12+(-1)=6>pa—-q+p-—1=6 (1) 
Subtraindo membro a membro, (1)- (Il), obtemos: 
2qq+2=6 
Logo: q=2 
Substituindo em (ID): 2p —-2 + p-— 1 = 6, obtemos p = 3. 


6.4) O polinômio na indeterminada x, f(x) = —(2c — 3) + (b + 2)x + (a — 1)xº, é identicamente 
nulo. Determine a, b e c. 


Solução 
Os coeficientes de f(x) devem ser nulos; então: 
— (2e—- 3) =0 
b+2=0 
a-1=0 
3 
Dai, Emos a Rio 


Observe que o termo em x? foi omitido, pois o seu coeficiente é igual a zero. 
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6.5) Sejam os polinômios: 


AG) =3-bx+ 2x2 + (a — 1x? 
B(x) =3 + «x + bx? 


Determine a, be c para que se tenha A(x) = B(x). 


Solução 
Os coeficientes de A(x) e de B(x) devem ser dois a dois iguais: 
— b=c 
2=b 
0=a-l 
Então, temos: a =|, b=2ec=-2. 


Exercícios Propostos 

6.6) Dado o polinômio f(x) = 10 — 8x + 6x? — 4x3 4 xs, calcule f(2). 

6.7) Dado o polinômio f(x) = —1 + Six — 4x? — 3ix? + x*, calcule f(l + 2i). 

6.8) Verifique se o número 2 é uma raiz do polinômio: po) = -8+4x-—- 2x2 + 7x — 5x! + xº. 


6.9) O polinômio na variável x: 
fo) =(a+2b-c-3B+(2a-b+3c+ 4x2 +(3a— 2b+3c + Dx 


é identicamente nulo. Determine a, b e c. 
6.10) Determine « e $, sabendo-se que a + Bx+x=8-(B+Ix+«2 
6.11) Quais são os coeficientes a; no polinômio —1 + x1909 


6.12) Seja o polinômio f(x) = b + ax + x?. Determine a e b, sabendo que 1 e —1 são raízes de f(x). 


b a 
6.13) Seja o polinômio f(x) = td + E x*, onde a e b são números reais e a * 0. Se x, € x, são 
, a: paia . X +X, 
números reais distintos, tais que f(x,) + flx,) = 2. f E , demonstre que 


M+Htxy =——. 
a 
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Capítulo 


Operações com os 


polinômios 
Grau 


7.1 — ADIÇÃO DE POLINÔMIOS 


Definição 


Sejam os polinômios na variável x: 
p(w)=atax+ax? +... + ax” 
q) =bo+bx+b,x?+.. + bx” 


Denomina-se soma de p(x) e q(x) ao polinômio: 


Exemplo 


Sejam os polinômios: 
pQ)=2+x—x? 
q(x) =3 + x? + 2xº 
Temos: 
po) =2+x— x? + 0x? 
q(x) =3+ 0x + x? + 2x) 
Então: 
PO +) =20+)+(1+O0Ox+(—-1+ Dx + (0 + 2) 
PC) + q0) =5 + x + 2xº 


Propriedades da adição de polinômios 


No conjunto dos polinômios com uma indeterminada x, de coeficientes 
complexos, valem as propriedades: 


1.º) A adição de polinômios é comutativa. 


Para os polinômios p(x) e q(x) temos: 
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Demonstração 


Sejam os polinômios: 


n 
Px) =a;tax+axi+..+ax => ax 
i=0 


q) =bo+bx+bx?+..+bxº =D bx 
i=0 


Observe que p(x) + q(x) = 3 (a; + b)x' e q(x) + p(x) = 3 (b; + a;x'. 
i=0 i=0 
Então: 


pl) + ao) = 5 (a +bjxi= 5 (bi + apx = q6) + pb 


2.º) A adição de polinômios é associativa. 
Para os polinômios p(x), q(x) e h(x) temos: 


[909 + há] 


Demonstração 
n n n 
Sejam os polinômios: p(x) = 5 a;x', q(x) = ) bx' e h(x) = E O 
i=0 


i=0 


i=0 

[p) + qo)] + ht) = E (+ bxi+ Dexi= lab) +eji= 
i=0 i=0 i=0 

= 3 [a; + (bi+c; )x' = j ax + 3 (b; + cx = 


= p(x) + [a(x) + h(o)] 


3.º) Existe o elemento neutro. 


Dado o polinômio p(x), existe um polinômio e(x) tal que: 


De fato, sejam p(x) = 5 ax' e e(x) = ) ex'; então, da igualdade 
i=0 i=0 ; , 
p(x) + e(x) = p(x), obtemos, para todo i, O <i <n: 
a; + €; = a; 


isto é, e;=0parai=0,1,2,...,n. 
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Concluímos que o elemento neutro na adição de polinômios é o polinômio 
nulo. 


4.º) Existe o polinômio oposto. 


Dado o polinômio p(x), existe um polinômio p(x) tal que: 


De fato, sejam p(x) = > ax' e D(x) = Sao então, da igualdade 
p(x) + P(x) = e(x), obtemos, ESA todo i, O < i a n: 
a+a=0 
isto é, à = —a; para i = 0,1,2,...,n. 
Então, dado o polinômio: 
p(x)=aç+tax+ax?+..+ax 


o polinômio oposto de p(x) é: 


Note que — (— p(x)) = p(x). 
Exemplo 

Seja p(x) = 3 + 4x? — 3x*; então, — p(x) = —3 — 4x? + 3xº. 
Definição 


Sejam os polinômios p(x) e q(x). A diferença p(x) — q(x) define-se por: 


Observe que se p(x) =aç+tax+a,x? +... +ax"eq(x) =b, + bx + 
+ bx? +... + box”, então: 


p(x) —-q(x) =(a4—-b)+(a—b)x+(a,— bx? +... + (a, — byx” 
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7.2 — MULTIPLICAÇÃO DE POLINÔMIOS 


Definição 
Nos cursos elementares de Álgebra, o processo para se multiplicar dois 


polinômios é constituído essencialmente por duas etapas. 
Inicialmente, todos os pares de termos, um em cada polinômio, são multi- 


plicados, utilizando-se a regra: 
(ax”) + (bx”) = (ab)xm*" 
Em seguida, os coeficientes de iguais potências de x são somados: 
axP + bx” = (a + b)x” 
Por exemplo, para multiplicarmos os polinômios: 
p)=2+x—2xº + x 
F q(x) =3-—- 2x + x? 
usamos o processo familiar: 


2+ x—-2x24+%3 


3-—-2x+ x? 
3: p(x) -———s> 6+3x— 6x? + 3x3 
(— 2x) + plx) —— > —4x-2x24+4% — 2x! O 
(x?) e p(x) —— 2x2 + x) — 2x! + x5 
6— x— 6x2 + 8x? — 4x* + xº 


ou usamos o seguinte processo: 
Q+x-Zll+x) (3-2 + x?) = 

= DO Ped Ma E Ed dO E E 
=6-dx+2xº+3x-—-2x2 +x)—-6x24+4x)—- 2x 43x) — 2x! 4x5 = 
=6-x-—- 6x2 +8x'— 4xt + x 


Não é conveniente definirmos a multiplicação de polinômios usando a des- 
crição dos processos acima. Daremos uma definição em termos gerais; mas, 
na prática, utilizaremos um dos métodos anteriores. 

Sejam os polinômios: 


Pp) =açtax+ax? +... + amX 
q(x)=bo+ bx +bx?+.. + bx” 


na variável x com coeficientes em €. 
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O produto de p(x) e q(x) é o polinômio: 


“Pl - ql) = (aobo) + (aob, + asbox 
+ (aob, + a,b, + a,bo)x? + ... 


+ (amby)x"*", 


O coeficiente de x' no produto p(x) - q(x) é o número: 
ab; + a,b;., + ... + a;-, b, + a;bo - 3 a;b;.; 


j=0 


quando a, =0,sej>m,eb, =0,sek>n. 
Propriedades da muitiplicação de polinômios 


No conjunto dos polinômios com uma indeterminada x, de coeficientes 
complexos, valem as propriedades: 


1.º) A multiplicação de polinômios é comutativa. 


Para os polinômios p(x) e q(x) temos: 


Demonstração 
Sejam os polinômios: 


p(x)=aç+tax+ax? +... + amx” 
q(x) =b;+bx+ bx? +... + bx” 


O coeficiente de x' no produto p(x) « q(x) é: 
aob;ta,bi-, +..+a;-,b, + aibo 
e o coeficiente de x' no produto q(x) - p(x) é: 
ba+ba;,+..+bo,ça, + bia 


Mas, em €, a adição e a multiplicação são comutativas; daí podemos con- 
cluir que os coeficientes calculados são iguais para todo i. Então, p(x) « q(x) = 
= q(x) - p(x). 

2.2) A multiplicação de polinômios é associativa, 

Para os polinômios. p(x), q(x) e h(x) temos: 
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Demonstração 
Veja o exercício 7.25. 
3.º) Existe o elemento neutro 


Dado o polinômio p(x), existe um polinômio e(x) tal que: 


Tomemos e(x) =e; +ex +ex?+...+ex",no qula,=lee=0 
para i > 1. Verifica-se imediatamente que: 


p(x) + e(x) = p(x) 
para todo polinômio p(x). 
4.) Distributividade. 


Para os polinômios p(x), q(x) e h(x) temos: 


Demonstração 


Veja o exercício 7.26. 


7.3 — GRAU DE UM POLINÔMIO 


Seja p(x) =aç+a,x+a,x? +... + ax” um polinômio com coeficientes 
em €C. Suponha que p(x) não é um polinômio nulo. 

O grau de p(x) é o maior inteiro não negativo n, tal que a, & 0. 

O coeficiente a, é chamado coeficiente dominante de p(x). 


Exemplos 


O grau do polinômio 3 + Ox é zero. 

O grau do polinômio 2 + (—-3x) é 1. 

O grau do polinômio 3 + 2x — 4xº é 3. 

Os polinômios de grau zero são polinômios constantes, não nulos; os po- 
linômios de grau | são os polinômios da forma a + bx, com b * 0; os poli- 
nômios de grau 2 são os polinômios da forma a + bx + cx?, com c % 0, etc. 
Não se define grau para o polinômio nulo. 
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É comum indicarmos o grau de um polinômio não nulo p(x) por: 


Por exemplo: 


gr3B+2x—- 4x + 0x] =3 
gr [x!º] = 10 


leio 


Se o polinômio p(x) =aç+ax+a,x2+...+ax" e se gr [p()] =n, 
então é óbvio que podemos escrever: 


onde a, * 0. 

Por outro lado, se p(x) = ax" +a, x)! +..+ ax + a,, coma, 0, 
então gr[p(x)] = n. 
Teorema 


Sejam p(x) e q(x) polinômios na variável x, não nulos, com coeficientes 
em €C; então: 


E teto] eta . 


Demonstração 
Sejam os polinômios: 


pl) =ax"+a xl +. +a 
q(x) = box” + ba XL + + bo 
onde a, £0 e by * 0, isto é: 
gr [p(o)] = n e grla()] = m 
Assim: 


P(x) + q(x) = (anbm)x"*” + (a,-, bm + ab - x" "o! +... + ado 
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Em €,seaç&0e b, +00, então a, «ba + 0; dai: 
gr [p(x) + a(x)] = n + m = gr [p(o] + gr [alo] 
Para provarmos b ec, suponhamos inicialmente que n > m; podemos es- 
crever: 
qm) =0xº + 0x1 +... + bx” + ba XT +. + bo 

Dai: 

pix) + qm) =ax"º +aç xUi +... + (am + ba)x” + 

+ (am-1 + ba-)x" +... + (ao + bo) 


Então: gr [p(x) + q(x)) = n = máx. (gr [p(o]; gr [a(0])- 
De forma análoga, se n < m, concluímos que: 


gr [p(x) + a(o] = m = máx. tgr [p(x)); gr [alo] 
Observe que fica provado c. 
Para completarmos a demonstração de b, devemos examinar o caso n=m; 
assim: 
p(x) + q(x) = (an + box” + (ano, + bo-)x"T! +... + (ão + bo) 
" Se p(x) + q(x) £ 0, então a, + b; * O para algum k, 02 k Zn. 
Portanto, fica claro que: 


erlp(x) + q(x)] < n = máx. (gr [plo]; gr [aGo)]) 


Exemplos 
Sejam os polinômios: 
pg) =2x*+x+2 
a(x) =x? + 2x +2 


0 [pl] = 3, 0 [a(o] = 2; 0 [p(x) + a(o)] = 3 = máx. tô [p6o); 9 [ato]; 
0 [ptxo) cai)] =3 +2 =5 


Exercícios Resolvidos 
7.1) Determine os números reais A, Be C para que se tenha: 2x? —-x + 1 = Atx -12+B(x—D)+C. 


Solução 
Temos, sucessivamente: 
2X —-x+1=A(x-D(x-D+B(x —-D)+€C 
2 —x+1=A(x—-2Xx+D+B(x-—-D+C 
2x2 -x+1=Axº2-—-2Ax+A+Bx-B+C€C 
2x? -x+1=Ax +(B-2AXx+A-B+C 
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Os coeficientes de polinômios iguais (ou idênticos) são ordenadamente iguais: 


A=2 
B-2A=—1 
A-B+C=1] 


Resolvendo o sistema acima, obtemos: A =2, B=3eC=2. 


7.2) No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, resolva o problema: “determinar a 
e b para que o polinômio f(x) =x* — 6x) + ax? + bx + 1 seja um quadrado perfeito”. 


Solução 

Se f(x) é quadrado perfeito, existe um polinômio g(x) tal que: 

fo) = [gt 
Observe que se f(x) tem grau 4, então g(x) é um polinômio de grau 2; isto é, g(x) é da forma: 
gx) =px?+qx+r 

Então: 
x —-6x +ax + bx+l=(px2+qx+r? 
x — 6x + ax? + bx + 1 =pZx! + 2pqx + (q? + 2prjx? + 2gmx + r? 


Dai: 
pP=1 
2pq = — 6 
a=q?+2pr 
b=2gr 
2 =1 
Resolvendo o sistema acima encontramos: a = ll, b= —-6o0ua=7,b=6. 


7.3) Determine um polinômio f(x), do segundo grau, para o qual tem-se: 
ft) — fx — D=x 
f(O) = 0 


Epa, es ds n(n + 1) 
Em seguida, deduza que a soma dos n primeiros inteiros positivos é igual a Es 


Solução 
O polinômio f(x), do 2.º grau, é da forma: 
f(x)=ax? +bx+c a£O0 


De f(0) = 0, obtemos c = 0; então, temos sucessivamente: 
f(x) — fx — 1) 

(ax? + bx) — fa(x — 1)2 + bx — DJ] 

NES. S 


WI 
»* 


f(x — 1): em f(x), x é 
substituido por x — 1 
ax? +bx—-ax?+2ax-a-bx+b 
2ax+b-—a 


mo 
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e, portanto: a = b = 


Dai: 
t 
se 


I 1 
O polinômio f(x) está determinado: f(x) =— x? + E 


Na igualdade f(x) — f(x — 1) = x, substituindo x por 1,2,3,..., n, obtemos, sucessiva- 
mente: . 
D) — 0) = 1 
(2 —- 1) =2 
3) — f2) = 3 


fin) — f(n—-D=n 
E, somando-se membro a membro as igualdades acima: 


fin) -fH0)=1+24+3+..+n 


| n(n + 1) 
Sendo f(n) =—n? +— n=——— e f(0) = 0, temos: 
27 2 2 
n(n + 1) 
LEE Tn 


7.4) No conjunto dos polinômios de coeficientes reais, o polinômio do segundo grau, f(x) = ax? + 
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+ bx + c, é um quadrado perfeito se e somente sea >0 ec A =b? — 4ac = 0. 


Solução 
1.º parte 


Hipótese: a>0€e A =0. 
Tese: f(x) é um quadrado perfeito. 


Para o polinômio f(x) temos, sucessivamente: 


c 


f(x) =alx + +£| 


2 2 
to =ajertrs E LoL] 


da? 4a a 


no =al(x+ Lx+ Edo] 
Ps a 4a? 4a? 
1 


[( 2) A ] (Veja volume 1 desta coleção, 
fx) =alix + 5a) “aa p. 102) 


Sendo a > 0, existe a “em IR, e como A = 0, podemos escrever: 


E b 2 
fx) = (Va) + (x + 2) 


e daí: . 


2.º parte 


toe ( 8] 


o que demonstra que f(x) é um quadrado perfeito. 


Hipótese: f(x) é um quadrado perfeito. 


Tese:a>0e A=0. 


Se f(x) é quadrado perfeito, existe um polinômio do primeiro grau g(x) tal que: 


fo) = [g(o)] 


E, sendo g(x) da forma px + q, p % 0, temos: 


ax? +bx+c=(px+q? 
ax? + bx +c= pix? + 2pgx + q? 


e daí: 


Da igualdade a = p?, p * 0, concluímos que a > 0. 


A=b? —4ac=(2pg)? —-4.p?.q? =4plq? — 4pig? =0 


7.5) Determine o grau do polinômio na variável x: p(x) = (a2 —- 3a + 2)xº'+(a-—- lx +a-—2. 


Solução 


Sea? -3Ja +2%0,istoé,aZleaz2: olp(x) = 3. 
Sea? -3a+2=0,istoé,a=1 oua=2, temos: 


px)=—3 e Op(x)] =0' (para a 
e Sp(x)] = 1 (para a 


p(x) =x 


7.6) Definimos uma fração racional na variável x como o quociente formal: 


D 
2) 


] 


Ao RA a + 


= bo + bx + bx 


onde ae €, beC e q(x) não é polinômio nulo. 


Para as frações racionais 


p(x) 
q(x) 


P(x) 
q(x) 


p(x) fo) 
e 


+ definimos: 


q(x) g(x) 


f(x) 


- p(x) « g(x) = f(x) * a(x) 
g(x) 


| f0) POD + 20) + FO) + a(o) 


go a(o) + g(x) 


Px) fo) pe) - fi) 


q(x) 


gx) — a(x) - gl) 
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Problema: Demonstre que a fração racional, não nula: 
ax? + bx + c 
ax? + bx + e 


a b c 
é independente de x se e somente se — = ES (supondo a £0, b' + 0 e c' + 0). 
a c 
Solução 
1.º parte 
ax? + bx +'c 


Hipótese: a fração —————— —— é independente de x, isto é, a fração é igual (idên- 
ax? + bx + 


tica) a um polinômio constante de grau zero: 


ax? + bx+c 
ax +bx+c 
a b [o 
Tese: — =— = — 
ab e 


Da hipótese temos: 
ax? + bx +c=ka'x? 4 kbx + kc' 


e daí: 
a = ka” 
b = kb' 
c=kc' 
Então: 
a b c 
ato bo ce 
2.º parte 
a b c 
Hipótese: — =— =— =k 
ar b c 
ax? + bx + c 
Tese: —————— = 
ax + bx + 
Da hipótese temos: 
a = ka” 
b = kb” 
c=kc' 
e daí: 


ax? + bx + c x ka'x? + kb'x + ke” k(ax? + bx + c) 


ring naipe E cmi di =k 
ax? + bx + e ax? + bx + c ax? + bx + c 


7.7) Determine A e B para que se tenha: 


3x— 10 A B 
mia in E cia É 
x2— 5Sx+6 x-—2 x—3 
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Solução 


Temos, sucessivamente: 


3x-—1 A(x — 3) + B(x — 2) 
X-5x+6 o (x-29(x-3) 
3x— 1 (A + Bx — 3A — 2B 
2- 5x +6 x —5x+6 
3x— I=(A+B)x-3A-I2ZB 
E, então: R 
A+B=3 
—3A —-2B=-—1 
Obtemos: A= -SeB=8. 
Exercícios Propostos 
7.8) Dados os polinômios: 
A(x) =x 


“By =x+x 
Co) =x+x)+x 
P(x) = 3xº' — 6x3 + 2x 


determine os números a, b e c para que se tenha: 
Px) =a-A(x)+b-B(x)+c-C(x) 
7.9) Efetue as multiplicações: 
ab(lxt- x +x2 + x+1(x2 — 3x+1) b(xg+x-x-D(x —2x-— 1) 
7.10) Um polinômio P(x) é tal que: 


P(x) +x- PQ -x)=x2+3 


a) Determine P(0), P(1) e P(2). 
b) Verifique que o grau de P(x) é 1. 


7.11) O grau dos polinômios f(x), g(x) e h(x) é 3. O grau do polinômio, não nulo, f(x) « [g(x) + h(x)] 
é mn. Quais são os possíveis valores de n? 


7.12) Determine b, c e d para que se tenha: (x + c)? + b(x + d)=x'+ 6x2 + I5x+ I4. 


7.13) Seja o polinômio na indeterminada x: 
fo) =(x-aP(b-)+kx-b(c-a)+ (x c2(a-b+(b-c(c—-a)(a-—b) 
Verifique que f(x) = 0. 


7.14) No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, resolva o problema: “determinar a 
e b para que o polinômio f(x) =x) + 4x2? +ax+b seja um cubo perfeito”. 


7.15) No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, resolva os problemas: 


1.º) “dar a condição para que o polinômio (a + bx)? + (a” + b'x)?, onde aa'bb' + 0, seja um 
quadrado perfeito”; 

2.º) “mostrar que se (a + bx)? + (a' + bx)? e (a + cx)? + (a” + c'x)? são quadrados perfeitos, 
então, (b + cx)? + (b' + c'x) também o é”. 
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n2 
7.16) Qual é a progressão aritmética na qual a soma dos n primeiros termos é Zi para todo nº 


7.17) Determine um polinômio de grau 3, para o qual se tem: 
go) — gx — 1) =x e g(0)=0 


Em seguida, deduza que a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos é igual 
n(n + D(2n + 1) 
: : 


a 


7.18) Determine um polinômio f(x), de grau 3, tal que: 
P(x) = P(x — D+x(x — 1)e P(0) =0. 


n(n? — 1) 
Em seguida, deduza a igualdade: 1.2 +2.3+3.4+..+(n-Dn=——— 


7.19) No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, determine todos os polinômios f(x), 
de grau 2, tal que: 


f(x?) = k « f(x) -f(— x), kelR* 
7.20) Determine p e q para que se tenha: x) + px+q=(x-p)(x- q). 


7.21) Determine A, B, Ce D para que se tenha: 
x =Atx-D(x- Dx -3)+Bx- D(x- D+ CK-D+D 


7.22) Determine A e B para que se tenha: 


7.23) Determine A e B para que se tenha: 
l A B 
——— E nn 4 — 
xx + Dix + 2) x(x + 1) (x + D(x+ 2) 


Em seguida, deduza a igualdade: 


Il l | l l l 
= ta te real 
1.2.3 2:3.4 n(n + D(n + 2) 211.2 ntn + D(n + 2) 


7.24) Mostre que se p(x) e q(x) não são nulos, então o produto p(x) + q(x) também não é nulo, isto é: 


(p(x) £ 0 e q(x) £ 0) => p(x) * q(x) £ O 
7.25) Demonstre que a multiplicação de polinômios é associativa. 


7.26) Demonstre que para os polinômios p(x), q(x) e h(x) temos: 


[po + a6)) + htx) = plx) + h(x) + q(x) + htx) 


7.27) Seja a igualdade entre polinômios: 
U+x+x)f=aç+tax+ax +... + ax". 


Determine a soma a, +a,+a, +...+a,. 
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Capítulo 


A divisão de polinômios 


Eca 


8.1 — DIVISÃO EUCLIDIANA 


Teorema 


Dados um polinômio qualquer A(x) e um polinômio B(x), não nulo, existe 
um e um só par de polinômios, Q(x) e R(x), tal que: 


- DA =BMO- QU +RO 
gr[RGO] < griB6)] ou RG) = 0 . 


Efetuar a divisão de A(x) por B(x) é determinar o par de polinômios Q(x) 
e R(x), satisfazendo as condições acima; A(x) é o dividendo, B(x) é o divisor, 
Q(x) é o quociente e R(x) é o resto na divisão. 


Demonstração (opcional) 


1.º parte: existência de uma solução 


Inicialmente observe que se A(x) = 0 ou se gr[A(x)] < gr(B(x)] existe, vi- 
sivelmente, a solução Q(x) = 0 e R(x) = A(x), satisfazendo as condições 1 e II. 


Suponhamos, então, A(x) não nulo e gr[A(x)] > g[B(x)]. 
Sejam: 


Atx) =ax" +agxUVI +..tax+aç,, a, *£0 
B(x) = bx” +ba x] 1+...+bx+b, ba 20 


onde n > m. 
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Construamos o polinômio: 


R;(x) = A(x) — 


an n-m 
e (1) 


onde: 


gr[R,(x)] < griA(x)], pois há o cancelamento de pelo menos a”x”. 


Se griR, (x)] < gr[B(x)], a existência está estabelecida; o par Q,(x) = da Kem 
Am 


e R,(x) respondem à questão. 
Se gr[R |(x)] > gr(B(x)), vamos escrever: 


Ri(x)=cx +co x! +..+ex+c,ondec £0epz>2m 


Construamos: 
Cc = 
R,(0) = Ri(x) — Ex". BO) (2) 


onde gr[R,(x)] < gr[R, (x). 
Se gr[R,(x)] < gr[B(x)], a existência está estabelecida; o par Q,(x) + Q,(x), 


Nro 
onde Q,(x) = ai e R,(x) respondem à questão. 
m 


Se gr(R,(x)] > gr[B(x)], vamos escrever: 
Ro(x) = dx! + do xUI+... + dq + donde d £*0e q >m 
Construamos: 


R;(x) = Ro(x) — = x". Bo) (3) 


onde gr[R,(x)] < gr[R,(x)). 
Se gr(R,(x)] < gr[B(x)], a existência está estabelecida; o par Q,(x) + Q,(x) + 
+ Qs(x), onde Q,(x) = = x", e R,(x) respondem à questão. 


Se gr[R,(x)] > gr[B(x)] o processo continua: 


Ralo) = Rs(x) — Qu(x) + B(x) (4) 


Ralx) = Ro-s(x) — Quix) - B(x) (nm) 
Os graus gr[R;(x)] constituem uma segiiência decrescente em N: 
grtR,Q)] > grR$(9)] >... > gr[RAO)] >... 
Podemos concluir que existe um natural n tal que: 


griRa(o)] < griB(x)] 
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Então, somando: membro a membro as igualdades de (1) a (n), obtemos: 


Rol) = A(x) — B)IQ, (9) + Q,60) +... + Qui] 


O par Q(x) = Q,(x) + Quix) + ... + Qu(x) e R(x) = Ra(x) respondem à 
questão proposta. 

Observe que se pode ter, na aplicação do processo, algum R;(x) = 0. Neste 
caso, o par que responde à questão é Q(x) = Q,(x) + Q,(x) + ... + Qi(x) e 
R(x) = Ri(x). 


2.º parte: unicidade 


Demonstremos que o par Q(x) e R(x) obtido é único. Suponhamos que 
existe um outro par Q,(x) e R,(x) que responde à questão. 


Então: 
A(x) = B(x) + Q(x) + R(x) A(x) = B(x) - Q(x) + R'(x) 
gr [R(x)] < gr[B(x)] ou R(x) = 0 gr[R'(x)] < gr[B(x)) ou R'(x) = 0 
Tem-se: o 
BC) « QU) + R6y) = Bl) «Q'e) + R'(). 
e daí: 


B(y) + [Q) - Q()] = Rg) - RG) (D 


Se os dois membros da igualdade acima não são nulos podemos escrever: 


gr (B(x) - [Q(x) — Q'()]; = gr[R'(x) — Reo)] 


Note que: 
gr (B(x) - [Q(x) — Q(X)]; = gr[B()] + gr[Q(x) — QUO] > gr[B()] (1) 
gr[R'(x) — R(x)] < máx.tgr[R'()]; gr[RQ)]; < gr[B(x)] (2) 


As relações (1) e (2) são incompatíveis. Então, na igualdade (1), os dois 
membros . devem ser nulos; daí, como B(x) não é nulo, obtemos R(x) = R'(x) 
e Q(x) = Q(x). 

Está estabelecida a unicidade. 


Divisibilidade 
Se na divisão de A(x) por B(x) obtém-se R(x) = 0, diz-se que A(x) é divi- 


sível por B(x) ou que B(x) é um divisor de A(x). 
Se B(x) é um divisor de A(x), indica-se: 
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Na prática o quociente e o resto podem ser obtidos como descrevemos 
na demonstração da existência do par, dispondo as operações de forma con- 
veniente; é o método da chave para se efetuar a divisão. 


Exemplos 


1.º) Vamos efetuar a divisão de A(x) = 3xº + 4x? + I por B(x) =x? + 2x + 3. 
Adotamos a seguinte disposição prática: 


A(x) -— o» 3xê + 4 +11 XxX +22 + 3e—B(x) 
- Q,(x) + B(x) > — 3xº — 6xº — 9x3 3x) — 6x2 + 3X + 16<-Qu) 
R5(6x) —— —» — bx*— 9x3 + 4x? + 1 f f 1 t 
Qt): Bl) ——» 6x* + 12x? + 18x? Qiix) Quis) Qulix) Qux) 
R4(xy) ———— 3x3 + 22x? +1 É 
- Q,(x) - B(x) —s» — 3x) — 6x2 — 9x 
R,o)-—— — o l6x— 9x+ 1 
— Qu(x) * B(x) ———— ns» — 16x? — 32x — 48 
R$(x) = R(x) er — 4]x— 47 


obtém-se “dividindo” o obtém-se “dividindo” o 
termo de maior grau termo de maior grau 
de A(x) pelo termo de de R,(x) pelo termo de 
maior grau de B(x) maior grau de B(x) 


obtém-se “dividindo” o obtém-se “dividindo” o 


termo de maior grau termo de maior grau de 
de R,(x) pelo termo de -Rs(x) pelo termo de maior 
maior grau de B(x) grau de B(x) 


Tem-se, então: 


3x + 4x ps l=(x24+2x+3)(3%xX) — 6x2 + 3x + 6)-— 4x — 47 
E a a a | a 


A(x) B(x) Q(x) R(x) 


O grau do resto, — 41lx — 47, é menor que o grau de B(x). 
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2.º) Vamos efetuar a divisão de A(x)=2x* + 5x? — 10x + 1 por B(x)=2x? — 5x +55. 


Ap) 2x! +5x2- 10x+4 1 2x2— 5 x+ 5 —B(x) 
—2xt+5x)— 5 x? a! 25 
5 =10x+ 1 REP 
ese Ds 
2 
25 45 
—x—- — x+ 1 
2 2 
25 125 125 
) 4 4 
RR 
o dd Ta 


Tem-se, então: 


— Xx— — 


25 E 35 121 
4 4 


5 
mese ms = me n( qu r o 


35 
Observe que o grau do resto, x — Ea é menor que o grau de B(x). 


Vamos efetuar a divisão de A(x) =6xº — 12xº + 5x* + 14x? — 20x? + 13x — 3 
por 2x? — 4x +3. 


6xº — 12xº + 5x! + 14x) — 20x? + 13x — 3 2x? — 4x +3 
— 6xº + 12xº — 9xt 3x* — 2x2? + 3x — 1 
— 4x! + 14x? — 20x? + 13x — 3 
d4xt — 8x) + 6x 
6x) — 14x? + 13x — 3 


Va 
e 
ar” 


— 60 + 12x] — 9 
— 2x2 + 4x —-3 
2x2 — 4x +43 
0 R(x) = 0 


— * a divisão é exata: 
A(x) é divisível por B(x) 


Tem-se, então: 


6x6 — 12x5 + 5xt + 14x) — 20x2 + 13x — 3= 
=(2x2—- 44 +3)(3x*—- 2x2 +3x— 1)e R()=0. 
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8.2 — MÉTODO DE DESCARTES PARA A DIVISÃO DE 
POLINÔMIOS 
Na divisão de A(x) por B(x), suponhamos que: 
gr[A(x)] > gr(B(x)] 


Sejam Q(x) e R(x), respectivamente, o quociente e o resto procurados. Da 
identidade: 


Atx) = B(x) - Q(x) + R(x) 


obtemos: 


gr[A(xo)] = gr[B(x) « Q(x) + R(x)] 


E, como gr[R(x)] < gr[B(x)] (ou R(x) = 0), podemos escrever: 


gr[A(o)] = gr[B(x) + Q(x)] 


ou ainda: 


Para os polinômios Q(x) e R(x) procurados temos: 


1) griQ6)] = grlAGO)] — gr[B(x)] 
2) grR(o)) < griB(x)] (ou R(x) = 0) 


O método de Descartes aplica-se da seguinte forma: 


1.º) determinamos o grau de Q(x) e o máximo grau que R(x) pode assumir, a 
partir das relações 1 e 2, acima; 

2.º) escrevemos os polinômios Q(x)-e R(x), onde os coeficientes são incógnitas 
a serem determinadas; 

3.º) escrevemos a identidade A(x) = B(x) + Q(x) + R(x) e daí determinamos os 
coeficientes incógnitos de Q(x) e de R(x). 

Exemplos 


1.º) Efetuemos a divisão de A(x) = 8x* — 6x + 4 por B(x) = x? — 2x pelo mé- 
todo de Descartes. 


gr [Qt] = gr[A(x)] — gr[B(x)] = 3 — 2 = 1º 


Portanto, Q(x) é da forma ax + b: 
gr[R(xg)] <-griB(x)] = 2 
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Então, o máximo valor para gr[R(x)] é 1 (ou R(x) = 0). A forma de R(x) 
écx+d 
Da identidade A(x) = B(x) + Q(x) + R(x), obtemos: 

8x — 6x +4=(xº —-2x)(ax + b) 4 (cx + d) 

8x —6x+4=axi+(-2a+bx? 4 (c—-2b)x+d 


Os coeficientes são ordenadamente iguais: 


a=8 
—2a+b=0 
c—2Qb=-6 
d=4 


Resolvendo o sistema, obtemos a = 8,b = 16,c =26ed = 4; assim: 


Q(x) = 8x + I6 e R(x) = 26x + 4 


2.º) Vamos dividir o polinômio A(x) = 12xº — 8x*-— 2x? + 4x? — 8x pelo po- 
linômio 3x? — 2x + 1. 


gri0(x)] = gr[A(x)] — gr[Bo)] = 5 — 2 =3 
Portanto, Q(x) é da forma ax) + bx” + ex + d: 
griR(x)] < gr[B(x)] = 2 


Então, o máximo valor para gr[R(x)] é 1 (ou R(x) = 0). A forma de R(x) 
é px +aq. 
Podemos escrever: 


lDxº* — 8x* — 2x) + 4x? —-8x=(3xº—-2x+D) (axº + bx? +ex+ d+ (px+ q) 
IDxº —-8xt— 2x) 44x? —8x=3axº' + (3b — 2a)x* + (a — 2b)xº + 
+(b—-2c+3d)x?+(c—-2d+p)x+d+q 


Daí: 


3a = 12 
3b—- 2a = — 8 
a-2b+ 3% = -—-2 
b>- 2 +3d =4 
c—-2d+p=-8 
d+q=0 


Resolvendo o sistema, obtemosa = 4, b=0,c=-2,d=0,p=-6 
eq=o0; assim: 


Qu) = 4xº — 2x 
R(x) = — 6x 
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Exercícios Resolvidos 


8.1) Determine os números reais a e b para que o polinômio A(x) = 2x) + ax? + bx — 3 seja di- 
visível por x? — 5x + 1. 


Solução 
Efetuando a divisão pelo método da chave: 


2x + ax? + bx — 3 x2—-5Sx+1 
— 2x) + 10x? — 2x 2x + (10 + a) 
(10 +a)x +(b-2Dx-3 
— (10 + a)x? + (50 + 5a)x — (10 + a) 


(48 + Sa + bx — (13 + a) 
Queremos que a divisão seja exata; assim, o resto deve ser nulo, isto é: 
48 +5a+b=0 
— (13 +a)=0 
Resolvendo o sistema obtemos: a = — 13 e b= 17. 
Vamos resolver o problema utilizando o método de Descartes. 


Se a divisão é exata, temos R(x) = 0, e o quociente Q(x) é da forma mx + n, pois 
griQm] =3-2=1. 


Então: 
2x2 +ax +bx-3=(x — 5x+ D(mx+n 
2x) + ax2+bx-3=mx'+(n— Smx? +(m -—- 5n)x+n 
Daí: 
m=2 
n-5Sm=a 
m-5Sn=b 
n=—3 
Resolvendo o sistema, obtemos: a = —- 13 e b= 17. 


8.2) Numa divisão de polinômios em que o dividendo é de grau p e o quociente de grau q, qual é o 
grau máximo que o resto pode ter? 


Solução 
Na divisão de A(x) por B(x) sejam Q(x) e R(x) o quociente e o resto, respectivamente. Temos: 
gr[A(xo)] = gr[B(x)] + gr(Q(x)] 


gr(R(x)] < gr(B(x)) 
e, então: 


P = gr[B(x)] + q 
isto é: 
griBt)] =p — q 
Concluímos que: 
griRG]<p—q 


Então, o grau máximo que o resto pode ter é p— q -— 1. 


8.3) Determine os números reais a, b, c e d, sabendo que o polinômio p()=xt-x)'+ax? +bx+c 
dividido por x? + d dá resto r;(x) = x, e dividido por x? — d dá resto r,(x) = — x. 
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Soiução 


Vamos efetuar a divisão de p(x) por x? + d: 


xt- x) + ax? + bx+c x + d 
— xt — dx? - x —-x+(a—d) 
—>xº'+(a-dx + bx+c 
xº + dx 
(a- dx? + (b+ dx +c 
— (a — d)x? — d(a — d) 


“CrO=b+rax+a+d ad) 
E, sendo r;(x) = x, obtemos: 
e + d=1 (1) 
c+d? —-ad=0 (2) 
Analogamente, na divisão de p(x) por x? — d, obtemos: 


(o) =(b- d)x? + (c+d? + ad) 


E, sendo r,(x) = — x, temos: 
b-d=-1 (3) 
c+dº +ad=0 (4) 
O sistema formado pelas equações (1), (2), (3)e (4nosdãa = 0,b =0,c= — led =1. 


8.4) Verifique que se o polinômio x” — a” é divisível por xº — a”, então m é divisível por p, m > p 
eaxo. 
Solução 


Vamos efetuar a divisão de x” — a” por xP — aP: 


x” — am x — a? 
— x” + aPx""P x0"P pao 4... 


ax" P — a” 
= aPxmoP + a?Pxm-2P 


a?PyP2P — qm 


Podemos concluir, então, que o quociente na divisão é da forma: 
Q(x) = x""P + aan 2 +... + af iP e qmosr 


e o resto é da forma: 
R(x) = ax" oP — a”, selIN* 


Devemos ter R(x) = 0, isto é: 
aP xP — qm = 
Como a & 0, para se ter a identidade acima, necessariamente: 
m-—sp=0 
daí: m = sp, o que demonstra a propriedade. 
8.5) Os polinômios f(x) e g(x) são divisíveis pelo polinômio h(x); então, demonstre que o resto r(x), 
da divisão de f(x) por g(x), também é divisível por h(x). 


Solução 
Se os polinômios f(x) e g(x) são divisíveis por h(x), existem os polinômios q,(x) e q,(x) 
tais que: 
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flo) = htx) - q,(x) 
g(x) = h(x) + qo(x) 


Na divisão de f(x) por g(x) temos: E 
FO) = g(x) - q(x) + r(x) 
Temos, sucessivamente: 


ho) « qr(x) = h(o) + q,(x) * q(x) + r(x) 
ro) = h(x) - [q,(x) — q(x) + qoo] 


A igualdade acima demonstra a propriedade. 
8.6) Na divisão de um polinômio p(x) por a(x) o resto é r,(x); na divisão de p(x) por b(x) o resto é 
r,(x); na divisão de p(x) por a(x) - b(x) é r(x). 


Demonstre que se r(x) é dividido por a(x), o resto é r,(x); e se r(x) é dividido por b(x), o 
resto é r,(X). 


Solução 

Da hipótese temos: 

p(x) a(x) p(x) b(x) p(x) | a(x) + b(x) 

Ti(x) Qu(x) Fa(x) do(x) r(x) q(x) 
p(x) = a(x) "q,(x) + r,tx) (1) plo) =b(x) + q,60) + r,(x) (2) p(x) = [a(x) + bO)] + que) + r(x) (3) 
[E fr;(9)] < gr [a(x)] ag < gr[b(x)] É [r(9)] < grla(x) + b(x)] 


ou r;(x)=0 ou r;(x)=0 ou r(x)=0 
Substituindo (3) em (1), obtemos: 
[a(x) + DOU] - q(x) + r(x) = a(x) q,(x) + r;(x) 
rx) = a(x) * [a(x) — bl) qi) + rtx) (4) 
O E 
quociente resto 


e, sendo gr[r;(x)] < gr[a(x)] ou r(x) = 0, a igualdade (4) mostra que se dividirmos r(x) por a(x) 
o resto é r,(x). 

Analogamente, se substituirmos (3) em (2), concluímos que o resto da divisão de r(x) por 
b(x) é r,(x). 


8.7) Um polinômio p(x) dividido por x? + x + | dá resto — x + 1 e dividido por x? — x + 1 dá 
resto 3x + 5. Qual é o resto da divisão de p(x) por xt! + x? +17 


Solução 
Inicialmente, observe que: 
2r+x+AD(xX > x+D=xt+x2+1 


e que o resto procurado, de p(x) por x* + x? + 1, é da forma: r(x) = ax? +bx +e +d 
Temos: ; 
p(x) a(x) =x? +x+1 p(x) bo) =x2-x+1 
nO) = =x+1 ro(x) = 3x + 5 


a(x) « b(x) 


EN 
Pp(x) : x +x2+1 
rx) =ax) + bx? +ce +d 
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o exercício anterior podemos concluir que se dividirmos r(x) por a(x) =x? + x +11 


o resté é r(x)= —-x+1: 
Ea a + bx? + ce +d x +x+1 
E: — ax? — ax? — ax ax + (b-—a) 
cv (b-ax +(c-ax+d 


(b-a)x?—- (b-a)x—(b-—a) 
rt) =(c—-bx+(d-b+a) 
edai:c-b=-I(Ded-b+a=1 (2. 
Analogamente; se dividirmos r(x) por b(x) =x? —- x + 1 o resto é r,(x) = 3x + 5: 
ax) + bx? + cx +d x —-x+1 
— ax* + ax? — ax ax + (b+ a) 
(b+a)x?+(c—a)x+d 


—(b+a)x +(b+a)x-— (b+a) 
rg) =(b+ox+(d-b-—a) 


eda:b+c=3(3)ed-b-a=s5 (4. 


Resolvendo o sistemá constituído pelas equações (1), (2), (3) e (4) obtemos: a = — 2, 
b=2,c=1led=s; então: é 


f(x) =-2 +2x2+x+5 
8.8) O polinômio f(x) dividido por x* + x? + 1 dá resto x)? + 2x? + 3x + 4. Qual é o resto da di- 
visão de f(x) por x? + x + 1? 
Solução 
Inicialmente, observe que: 
xKX+m2+1=(x4+4x+D(k —-x+ 1) 


Temos: 
(2r+x+H Dx? —-x+ 1) 


(———— 
f(x) a(x) =x? +x+1 f(x) x +x2+1 
ri(x) rx) =x) +2x2+ 3x +4 


Do exercício 8.6 concluímos que r,(x) pode ser obtido dividindo-se r(x) por a(x): 


K+2xX+3%x+4|x +x+41 
=x x x x+1 


x +2x+4 
=. RE =] 
x+3 


Então, o resto procurado é r,(x) =x + 3. 


Exercícios Propostos 


8.9) Divida o polinômio A(x) pelo polinômio B(x), nos seguintes casos: 
a) A(x) =x! — 4x) + 5x —6e B(x) =x) +2. 
b AQ) =x) +2x —- 6x +4eB(x)=x?+x—2 
o A(x)=2x*-—- 3x +4x? —Sx+6e By) =x? -3x+ 1 
d A(x)=xº*—-2x*— 6x — 8x + 5x -—-6eB)=x)—-3xX —-x+3 
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8.10) Determine a e b para que o resto da divisão do polinômio x' — 2x* + ax) — 7x? + 3x +b 
pelo polinômio x? + 4 seja 3x + 2. 


8.11) Determine a e b para que o polinômio 2x) + ax? — 10x + b seja divisível por x? — 3x + 1. 


8.12) Na divisão de um polinômio de grau 5 por um outro de grau m, encontrou-se quociente de grau 
q e resto de grau 4. Determine m e q. 


8.13) Seja o polinômio: 
f)=x*-—-(a+ Dx'+(a2 —- 4x? + bx+c 
a) Determine o quociente da divisão de f(x) por x? —- x — 2. 
b) Determine b e c, em função de a, para que a divisão seja exata. 
8.14) Sejam os polinômios: 


flo) =x* + 3bx? + 3x + d 
g(x) =x? + 2bx + c 


Se f(x) é divisível por g(x), verifique que f(x) é um cubo perfeito e g(x) é um quadrado perfeito. 


8.15) O polinômio a(x) dividido pelo polinômio b(x) dá quociente q(x) e resto r(x); a(x) dividido por 
x * b(x) dá o mesmo resto r(x). Verifique que x | q(x). 


8.16) Na divisão de um polinômio A(x) por B(x) o quociente é Q(x) e o resto é R(x). Qual é o quo- 
ciente e qual é o resto na divisão de A(x) por 2 - B(x)? 


8.17) Determine m, n e p de modo que o resto da divisão do polinômio 6x* + mx? + nx + p pelo 
polinômio 2x?) — 4x? + 3 seja x? + 3. 


8.18) Um polinômio f(x), de grau 3, dividido por x? — 1 dá resto 6x + 2 e quando dividido por x? + 1 
dá resto 2x + 8. Determine f(x). 


8.19) O polinômio f(x) = x* + 4mx? + 6ax? + 4bx + c é divisível pelo polinômio g(x) = xº + 
+ 3mx? + 3ax + b. Verifique que: a =m?, b=m' e c = m*. 


8.20) Determine os números reais p e q, sabendo que x* + 1 é divisível por x? + px + q. 


8.21) Sejam os polinômios: ii 
A(x) = px + (p? + qx? + (pq +rnx+q)+s 
B(x) =pxº+(p?-—-qgx+rx-—-q+s 

C(x) =x? + px+q 


Mostre que se C(x) | A(x), então C(x) | B(x). 


8.22) Um polinômio P(x) dividido por x + 1 dá resto 4; dividido por x? + 1 dá resto 2x + 3. Qual 
é o resto da divisão de P(x) por (x + 1) (x? + 1)? 


8.23) Um polinômio f(x) dividido por x + 1 dá resto 2, dividido por x? — x + | dárestox — 6€ 
dividido por x* + 1 dá quociente x + 2. Determine f(x). 


8.24) Determine os reais positivos a, be e, sabendo que o polinômio ax + bx? + c dividido por x? + 1 
dá resto r,(x), dividido por x? + 1 dá resto r,(x), e que ri(x) er(x) = 2(x — D(x — 5). 
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A divisão de polinômios 


em que o divisor 
é de grau 1 


9.1 — TEOREMA DO RESTO 


Ria 


Demonstração 
Na divisão de p(x) por x — c temos: ' 


p(x) = (x — c)a(x) + r(x) 
grlr(w)] < grlx— c])=1 our(x) =0 
A segunda relação garante que r(x) é constante: tem grau zero ou é nulo. 


Para calcular essa constante, substituímos x por e na primeira relação; temos, 
sucessivamente: 


p(x) = (x — c)q(x) E 


constante 
p(c) = (c — c)a(c) + 1 
p(c) = 
o que demonstra a propriedade. 
Do teorema do resto, resulta o teorema de d'Alembert : 


É imediato que o teorema do resto pode ser ampliado para os divisores x + c, 
ax — beax+b, onde a £ 0. 
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Temos, então, o resultado: 


Exemplos 
1.º) O resto da divisão de p(x) =x? —- 2x? + 3 porx — 1 é: 
p(D=1-2+3=2 
2.º) O resto da divisão de p(x) =x) + 3x? —- x— 3 porx+3é: 
pt=3j=l-P ralo (= D=3=0 
Então, p(x) é divisível por x + 3; ou ainda: —3 é raiz de P(x). 


3.º) O resto da divisão de p(x) = 8x? + 2x + 1 por 2x — 1 é: 


1 NY 1 
—|=8.[—|]) 42. 
(5) (5) 2 


4.) O resto da divisão de p(x) =x? + 3x — | por 3x + 1 é: 
l 112 l l 
— =|[— + 3 .—- — 1 =>— 
( 5) (5) 3 9 


9.2 — O DISPOSITIVO DE BRIOT-RUFFINI 


+1=3 


Na divisão de um polinômio p(x) pelo polinômio x — c, o quociente e o 
resto podem ser obtidos através de um procedimento muito conveniente, co- 
nhecido como dispositivo de Briot-Ruffini . - 


A descrição desse dispositivo vem a seguir. 
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a 


Ná divisão do polinômio: 


x +aç-Xlta x 2+..+axº+ax+ta,;a*HOenzl 


pelo polinôípio x — c, o quociente q(x), de grau n — 1, é da forma: 
2X + quo? + q A+. + qu + qx+ qo 


Vamos so o método de Descartes para efetuarmos a divisão de p(x) 
porx-—c: 


q Jan! + quoaxE + qaaX TI A + q + go 
e x-c 
Qu=aX] + QueaXUTI + que +. + qx+ qu 
— CQn-XºOI — cg gx? — ... — cq,x? — cq,x — cg 


Qu-1X" + (Qu-> — CQn=)XºT! + (q-a — Cano ,)XPT2 +... + (q, — cq,)x? + (go — cq,)x — cgo 


constante 
t 
A identidade p(x) = (x — c)q(x) + r nos dá: 


Qu-, = àh 
Qn-2 — CQn-, = ân-1 
Qn-3 — CQn-, = an-> 


E, então: 
Qn-, = à, 
Qn-2 = âàn-4 + CQu- 
Qn-3 = ân-2 + CQu- 


q =a, + cg, 
q = a, + q; 
r=aç+ cg 


O cálculo de qu. ,, Qn->> ---+G € F, através das igualdades acima, tem na- 
tureza recorrente e, na prática, pode ser efetuado com a utilização do dispo- 
sitivo de Briot-Ruffini: 


CQo-1 + Ano, CQuoz + Anos -.. 


cg +a, | cão + ão 
r 
1 f 
Qa-3 as do 
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Exemplo 


Vamos dividir o polinômio x) — 7x — 6 por x — 3. 


O quociente é q(x) =1.x2?+3x+2eoresto ér=0. 


9.3 — OBSERVAÇÕES SOBRE O DISPOSITIVO 


1.º) Quando o divisor é da forma x + c, escrevemos x + c = x — (— c) e aplica- 
mos o dispositivo; por exemplo, vamos dividir o polinômio p(x) = x* + 
+ 6x? — 3x— 6 por x 4 |: 


l 0 6 Esrid - 6 
LA(-D+O (-D(-D+6 TA(-D+(-3) (=10)-(-D+(—6) 
-| 7 -10 4 
O quociente é q(x) = | +xº 4 ex+7.x-—- I0€eoresto ér=4, 


2.º) Quando o divisor é da forma ax — b, onde a £ 0,0 dispositivo de Briot- 
Ruffini pode ser usado com pequenas modificações. Temos: 
p(x) = (ax — b) « q(x) + r 
e daí: 
p(x) = (x a >) “aq(x) + r 
a/t ços 
q'(x) 


Dividimos, então, p(x) por x — >, obtendo o quociente q'(x) = ag(x) e 
o resto r. 

Observe que, para obtermos q(x), fazemos qix) = a «q'(x) e que o resto 
desejado é o resto r obtido. : 

Por exemplo, vamos dividir o polinômio p(x) = 2x) + 4x2 - 6x +8 por 


2x — 1. 
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DivNdimos, então, p(x) por x — 5: 


25. , 
O resto encontrado, r = a é o resto procurado; os coeficientes do quo- 


ciente encontrado, q'(x), devem ser divididos por a = 2, para se obter q(x): 


e 

2 5 2 
W)=Dx2+—x+ 

q(x) 3 2 3 
5 7 
=x +>x—-— 
q(x) = x 3 Z 


Vamos dividir o polinômio p(x) = 32xº + 243 por 2x + 3. 


Dividimos, então, p(x) por x + = 


32 0 0 0 0 


243 
3 3 3 3 

ED) n(->)+o ccam(-5)+0 n(->)+0 -os(->)+0 
2 2 2 2 


3 
162. (5) + 243 
2 
— 48 72 — 108 162 zero 


O resto encontrado é o resto procurado: r = 0; os coeficientes do quo- 
ciente encontrado, q'(x), devem ser divididos por a = 2, para se obter q(x): 


l 


— * 40) = 16xt — 24% + 36xº — 54x + 8] 


q(x) = 


9.4 — A DIVISIBILIDADE PELO PRODUTO — TEOREMA . 
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Demonstração 

Inicialmente, observe que p(a) = O e que p(b) = 0, pois p(x) é divisível por 
x—aeporx-—b. E 

Na divisão de p(x) por (x — a) - (x — b) o divisor é de grau 2; então, o 
resto é da forma r(x) = mx 4 n. 

Temos: 


r(x) 
+ 
p(x) = [(x — a) (x — b)) « q(x) + mx + n 
Substituindo x por a e por b, obtemos: 


p(a) = [(a — a) (a — b)la(a) + ma + n 
p(b) =[(a-b)(b- bla(b) + mb+n 


e, sendo p(a) = p(b) = 0: 


ma + n=0 
mb+n=0 


Resolvendo o sistema acima, vem m = n = 0,€ daí r(x) = 0. 


Observações 


1.2) É fácil verificar que a recíproca desse teorema é verdadeira, isto é: “se p(x) 
é divisível por (x — a) « (x — b), então p(x) é divisível por x — a e é divi- 
sível por x — b”. 

2.º) O teorema pode ser generalizado para um número finito de fatores (x — a), 
(x — b), (x — c),...,(x — £), onde a, b, c,....,f são distintos dois a dois. 


9.5 — A DIVISIBILIDADE POR (x — c)m — TEOREMA 


Demonstração 
1.º parte , 
Hipótese: p(x) é divisível por (x — c)?. 


Tese: p(x) é divisível por x — c e q(x) é divisível por x — c. 
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Se p(x) é divisível por (x — c)?, podemos escrever: 
p(x) = (x — e)? q'(x) 
p(x) = (x — c) [lx — cjq'(o] 
ts o 
a(x) 
A identidade acima mostra que p(x) é divisível por x — c e que o quociente 
da divisão de p(x) por x — c: 
g(x) = (x — c)q'(x) 
também é divisível por x — c. 
2.º parte 
Hipótese: p(x) é divisível por x — c e q(x) é divisível por x — c. 
Tese: p(x) é divisível por (x — c)2. 
Se p(x) é divisível por x — c, podemos escrever: 
p(x) = (x — c) * q(x) 
e, se q(x) é divisível por x — c: 
a(x) = (x —.c) * q'(x) 
Dai: 
plx) = (x — c)l(x — c)a'(0)) 
p(x) = (x — c)? + q'(x) 


o que garante que p(x) é divisível por (x — c)2. 

Observação: Da mesma forma, pode-se demonstrar que: “um polinômio p(x) 
é divisível por (x — c)º se e somente se: 

1.º) p(x) é divisível por x — c; 

2.) o quociente q(x), da divisão de p(x) por x — c, é divisível por x — c; 
3.º) o quociente q'(x), da divisão de q(x) por x — c, é divisível por x — c”. 
O teorema pode ser generalizado para um divisor da forma (x — c)”. 


Exercícios Resolvidos 


9.1) Determine k, kelR, para que o polinômio p(x) = xt — 5x? + kx? — 2x + 6 seja divisível por 
x +2. 


Solução 
Devemos ter p(— 2) = O (teorema do resto): 


-B-M- PAL —-MU—-D+6=0 
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9.2) Determine os valores de a, a E IR, sabendo que o resto na divisão de p(x)=x)+x2-Sx—a'+6 
por x-a é positivo. 
Solução 
Devemos ter p(a) > O: 


a“+a?-Sa-a3+6>0 
a? -—-Sa+6>0 


edai:ia<20oua>3. 
9.3) Determine a e b, no polinômio f(x) = x? + 2x? + ax + b, de modo que f(x) + 1 seja divisível 
porx + lef(x) — 1 seja divisível por x — 1. 
Solução 
Se o polinômio f(x) + 1 =x)+2x?+ax+b+1 é divisível por x + 1, tem-se: 
DMD ra-D+b+I=0 
Se o polinômio f(x) — 1 =x) +2x2?+ax+b- é divisível por x — 1, tem-se: 
PB+2.12 +acl+b-1=0 
Daí, temos o sistema: 


-at+tb=-2 
a+b=-2 


Então,a=0eb=-2. 
9.4) Qual deve ser o valor do coeficiente e para que os restos das divisões de p(x) = x!º + axt + bx? + 
+cx+d por x+12 e por x— 12 sejam iguais? 
Solução 


Deve-se ter: p(— 12) = p(12). 
Então: 


(— 19º +a(— 12 +b(—- 122 + d(—- 1) +d= 1210 4al2!+bl2 +12 +d 
e daí: —1l2c=1IZec=0. 
9.5) Determine m para que o polinômio p(x) = x! — 5x2 + 4X - m seja divisível por 2x + 1. Qual 
é o quociente na divisão? 
Solução 


O problema pede o quociente na divisão. Neste caso, a melhor solução é aplicarmos o 
dispositivo de Briot-Ruffini: 


A divisão é exata: — —-m=0;edai:m= —— 
; ; i 1 19 51 
O quociente é: q(x) = z" — rd A + rã 
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9.6) Um polinômio p(x) foi dividido pelo polinômio x — a. Usando-se o dispositivo de Briot-Ruffini, 
obteve-se o quadro abaixo: 


3 —-4 5 d e 
a | b —-10 c 24 | 40 


Determine p(x). 


Solução 


Observe que no dispositivo temos sucessivamente: 


3=b 
bea-4=-10 
—l0O.a+5=c 
ccar+d=24 


2 .a+e=40 


Dai:a=-2,b=3,c=25, d=74,e=B88. 
Então: p(x) = 3x* — 4x? + 5x? + 74x + 88. 


9.7) Efetue a divisão de x" — a" porx—-a,n> 1 ea 0. 


Solução 
Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos: 


tn — lj zeros 
(————— 


1 0 0 0 


Então: q(x) =x"! + ax"? pay! +..+ar? xrarler=0. 


9.8) Efetue a divisão de x" + a” porx+a,n>1lea xo. 


Solução 
Inicialmente observe que o resto é: 
r=(-a"+a” 
sen é par: r=2a”; sen é impar: r = 0. 


Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini: 


1.º caso: n é par 


Então: q(x) =x""! -ax""2 + ax 3 — ..+aix —-arler=2a, 


2.º caso: n é ímpar 


ai | 


Então: q(x)=x""! —- ax" 2 + ax 3 —..—a x ra ter=0. 
q 
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9.9) Determine os valores de me mn de modo que o polinômio: 
Pg) =x*t+(m+n- 2x + 5x? — 3mx + 6 
seja divisível por (x — 1) «(x — 2). : 
Solução 


P(x) é divisível por (x — 1) «(x — 2) se e somente se P(x) for divisível por (x — 1) e por 
(x-2),isto é, P(I) =V e P(2) = 0: 


PD="+(m+tn-DPAS--IM-(1)+6=0 
P)=2+(Mm+n- D+ -IM-()+6=0 


n-m + 10 =0 
8n+2m +26 =0 


o que nos dá: n= —-4em=3. 


9.10) Calcule os valores de a e b de modo que o polinômio P(x) =x* + x) + 3x? +ax+b seja 
divisível por x? + 1. 
Solução 
Observe que: 
xX+l=x-i2=(x-D(x+i) 


Assim, para que P(x) seja divisível por x? + 1 é necessário que P(x) seja divisível por (x — i) 
e por (x+i) isto é, P() =0e P(- 1) =0: 


Pi) =it+P+3-(MD+aD+b=0 
P-D=(-D+(- PAI Dra (-D+b=0 


Dai: 


ai+b-2-1=0 
—a+b-2+1=0 


o que nos dá: a=leb=2. 
9.11) Determine a e b de modo que o polinômio: P(x) =x*t — x) + 2x? + ax + b seja divisível por 
(x — DZ. 


Solução 


O teorema 9.5 sugere-nos efetuar duas divisões sucessivas pelo dispositivo de Briot-Ruffini: 


O sistema: 


nos dá:a= -Seb=3. 


9.12) Um polinômio P(x) dá resto 4 quando dividido por x — 1 e resto 12 quando dividido por x — 2. 
Determine o resto da divisão de P(x) pelo produto (x — D (x — 2). 
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Solução 

O teorema do resto nos dá: P(l) = 4 e P(2) = 12. 

Como o produto (x — 1) (x — 2) tem grau 2, o resto da divisão de P(x) por (x — D (x — 2) 
terá, no máximo, grau 1 (ou será nulo); então, será da forma R(x) = ax + b. 


Temos: 
R(x) 
— 
Px) = [x -—- Dk -—- DQ) +ax+b 
PD=[0-DA-BNQAD+acl+b=4 
PO =2-D2C-)NQD+ac2+b=12 
O sistema: 
a+b=4 
2a+b=12 
apresenta como solução a =8 e b= —4. 


Assim, o resto procurado é R(x) = 8x — 4. 


9.13) O polinômio f(x) dividido por x? — 1 dá resto 2x + 1. O polinômio g(x) dividido por x? — 3x + 2 
dá resto x + 2. Qual é o resto da divisão de s(x) = f(x) + g(x) por x — 1? Qual é o resto da divi- 
são de p(x) = f(x) - g(x) por x — 12 


Solução 
Temos: 


fo) = (2 — Da(x) + (2x + 1) (1) 
eo) =(x —-3Ixk+ Nat) +(x+2) (2) 


O resto da divisão de s(x) por x — 1 é s(1) = f(1) + g(l). 
O resto da divisão de p(x) por x — 1 é p(I) = f(1) » g(1). 
Em (1) e (2) substituindo x por 1: 


HD =3 
80) =3 
Daí, o resto da divisão de s(x) por x — 1 é 6; o resto da divisão de p(x) por x — 1 é 9. 
9.14) f(x) é um polinômio tal que ô[f(x)] > 3. f(x) dividido por x — 1 dá quociente q,(x) e resto a; 
q,(x) dividido por x — 2 dá quociente q,(x) e resto 3; q,(x) dividido por x — 3 dá quociente 
qs(x) e resto 4. Determine a, sabendo que 2 f(2) = 3 f(3). 
Solução 
Temos: 
fo) =(x— Dal) +a (1) 


qix) = (x — Daslx) + 3 (2) 
q.ex) = (x — Igslx) + 4 (3) 


Substituindo (2) e (3) em (1), sucessivamente: 


fo) = (x- Dik -—- Dal) +I]+a 
1 
“ qix) 
fo) = -—-Dikx-Dk-Iat)+4H]+3Ij+a (4) 


g.(x) 
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Em (4), substituindo x por 2 e, em seguida, por 3: 
MD=0-DIC-DBICO-DalD)+]+IH+Aa 
tl —— 


zero 
D)=3+a 
BD =0-DIG-DIC- IB) +4]+3I)+Aa 
1 —— 
Zero 
f3)=I4+a 


E sendo 2 f(2) = 3 f(3), temos: 


6+22a=42+3a 
e daí: a= — 36. 


9.15) Qual é o-resto da divisão do polinômio f(x) = x/º. —- 2x5! + 1 porx?-— 1? 


Solução 
O divisor x? — 1 tem grau 2; então, o resto é da forma: 
R(x) =ax+b 
Temos: 
R() 


pe, 
x!00 - 2x! +1=(x-Dgx)+ax+b 
Substituindo x por 1 e em seguida por — 1, obtemos: 
Woo 2. (D!+1=(1º>-DgD)+a+b 
(= 2 Dt += = Da-D-a+b 
O sistema: 
a+b=0 
-a+b=4 
nos dá: a=—-2eb=2. 


Então, R(x) = — 2x + 2. 


9.16) Determine um polinômio f(x), de grau 3, que é divisível por x — 3 € que dividido por x + 1, 
x— lex — 2 dá resto sempre igual a 5. 


Solução 
Podemos escrever: 


fl) = (x + Da,(x) + 5 

fo) = (x — Dal) +5 

fl) = (x — Pasto) + 5 
Dai: 

fo) — 5 = (x+ Da,(x) 

fx) — 5 = (x — Da,(x) 

fx) — 5 = (x — Das(x) 
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As identidades anteriores garantem que o polinômio f(x) — 5 é divisível por (x + 1), 
(x — 1) e (x— 2); então, f(x) — 5 é divisível pelo produto (x + 1) (x — 1) (x — 2). Logo: 


fo) —-S=(x+ Dk -Dt-— 2 a(s) 
E, sendo f(x) — S um polinômio de grau 3, q(x) tem grau zero, ou seja, é constante: 
)-sS=K+Dk-Dk-D-k (1) 


Também f(3) = 0, pois f(x) é divisível por x — 3. 
Substituindo x por 3 na identidade (1): 


)-S=6+DB-DG-9-k 


daí: k = — Es e, voltando em (1): 
5 
f(x) = = q (4 + D(x- Dx -—2) 


9.17) Determine os coeficientes a e b para que o polinômio f(x) = ax" + bx""! + 1 seja divisível 
por (x — 1)?. Determine o quociente. 


Solução 


Vamos aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini, efetuando duas divisões sucessivas: 


a b 0 Dea 0 1 
a a+b a+b a+b .. a+b lar+b+1I=0 
lja 22+b 3Ja+2b 42 +3b.. | na+(n- Db=0 
O sistema: 

at+b+1=0 

na+(n-— Db=0 


nos dá: a=n-leb=-n. 
Observe que o quociente na divisão de f(x) por (x — 1)? é: 


qo) =(n-Dx2+(n-Dx 3 +..+2X +41 


Exercícios Propostos 


9.18) Efetue a divisão de A(x) por B(x) nos seguintes casos: 


a) A(x) =x* — 2x) +4x? - 6x +8e B(x) =x-—1 
b) A(g) =2xº — 5x* — 8x e B(x) =x +3 

o A(x)=4x +xºeB(x)=x+1l+i 

d) Ag) =x)—-x? -xe BW) =x-—-1+2i 

e) A(x) = 4x) —- 8x2 + 6x + 10 e B(x)=2x— 8 
DA(x)=6x —- Ix+8eB(x)=3Ikxk+4 


9.19; Um polinômio f(x), do segundo grau, dividido porx — 1,x — 2ex — 3 dá restos 1,8 e 27, res- 
pectivamente. Determine f(x). 


9.20) Determine o valor de m de modo que o polinômio 5x* — 6x? + 4x? — mx + 2 seja divisível 
por x + 2. 
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9.21) Dividindo-se um polinômio P(x) por x — a, usando-se o dispositivo de Briot-Ruffini, obteve-se 
o quadro abaixo: 


Determine o polinômio P(x). 
9.22) Divida x"-—- a” porx+a,n>1leaxo. 
9.23) Divida x" + a” porx—-a,n> leao. 


9.24) Determine a e b para que o polinômio ax? + bx? — 28x + 15 seja divisível por x + 3 e que, 
dividido por x — 3, dê resto — 60. 


9.25) Dê as condições que p e q devem satisfazer para que o polinômio x? + 2aºx?"º + a” seja di- 
visível por x + a (pe q naturais, p> qe a 0). 


9.26) Verifique que: 


a) o polinômio f(x) = (x — 2)1º9º + (x — 1)5º — 1 é divisível por x? — 3x + 2. 
b) o polinômio f(x) = (x + 1)?” — x?" — x" — 2x — 1 é divisível por x(x + 1) (2x + 1). 


9.27) Se n é impar ea + b, verifique que o polinômio: (a + b+ x)" — a” — b” — x" é divisível por 
(x +a)(x + b). 


9.28) Verifique que o polinômio 2x* — 15x? + 12x2+ 7x — 6 é divisível por (x — 1) (x — 2) E + 3). 
Qual é o quociente dessa divisão? 


9.29) Os restos das divisões de um polinômio P(x) por x — 1 e por x — 2 são 3 € 4, respectivamente. 
Qual é o resto da divisão de P(x) pelo produto (x — 1) (x — 2)? 


9.30) Determine o resto da divisão de um polinômio A(x) por B(x) = x? + 1, conhecendo-se A(i) 
e A(— i), onde i é a unidade imaginária. 


9.31) Qual é o resto da divisão de x!0º + 2x9º — 3x) + 2x+5 porx?+x—2? 


9.32) Determine o resto da divisão de um polinômio A(x) por B(x) = — x? + Sx — 6, sabendo que 
A(2) = 1, A(— 1) = 3 e que o quociente da divisão de A(x) por B(x) é divisível por x + 1. 


9.33) Os restos das divisões de P(x) porx + 1,x — lex — 2 são 5, — le — 1, respectivamente. Qual 
é o resto da divisão de P(x) pelo produto (x? — D) (x — 2)? 


9.34) Um polinômio p(x), quando dividido por (x — 1) (x + 2), dá resto 2x + 5. Dê os restos das 
divisões de p(x) por x — 1 e por x + 2. 


9.35) Quando um polinômio p(x) é dividido por ax — be por-bx — a, os restos são iguais e os quo- 
cientes são q,(x) e q»(x), respectivamente; a e b são reais não nulos e |a | £ |b|. 
Mostre que q,(x) é divisível por ax — b e que qg,(x) + qa(x) é divisível por x — 1. 

9.36) O polinômio f(x), dividido por ax + b, a * 0, dá quociente q(x) e resto r. Qual é o- resto da di- 


visão de: 


; b : 
a) f(x) por x + E b)x -f(x) por ax +b c) x? - f(x) por ax + b 
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9.37) O polinômio f(x), quando dividido por x — 1, dá resto a% dividido por x + 2, dá resto b. O quo- 
ciente da divisão de f(x) por x — 1 é q(x). Qual é o resto da divisão de q(x) por x + 2? 


9.38) Determine o polinômio f(x), de grau 3, sabendo que f(x) é divisível por x — 4 e que, dividido 
porx—1,x—-2ex-— 3, dá o mesmo resto 6. 


9.39) Determine a e b para qué o polinômio ax* + bx? + | seja divisível por (x — 1). 


9.40) O polinômio A(x) = xº + px + q é divisível por (x — a)?. Verifique que p = — 5at eq = 4º, 
a 0. Qual é o quociente na divisão? 


9.41) Verifique que o polinômio p(x) = x"*2 -xº*i+(n— Dx? —- (Qn — Dx +n é divisível por 
(x — 1), mas não é divisível por (x — 1). 


Qual é o quociente da divisão de p(x) por (x — 1)2? 


9.42) Verifique que o polinômio p(x) = x(x"7! — na""!) + a"(n — 1) é divisível por (x — a”. Qual 
é o quociente na divisão? 


9.43) Determine os números reais a e b e o maior inteiro m, de tal modo que o polinômio 
p(x)=xº—axt + bx — bx? + 2x — 1 seja divisível por (x — 1)”. 


9.44) Mostre que o polinômio: 


l x x? x? 

l l l 
pls) 1 dk 4 A 

1 2 22 32 42 


é divisível por (x — 1)?. 


9.45) O polinômio p(x) = 2x! — axº + 19x? — 20x + 12 é divisível por (x — p)?, onde a e p são 
inteiros positivos. Determine a e p. 


9.46) Determine o polinômio f(x), de grau 3, sabendo que f(x): é divisível por x + 2; dividido por 
x + 1 dá resto 3; e dividido por (x — 1)? dá resto — 9 


9.47) Verifique que o polinômio p(x) = x*º + xº?*1 + x4c*2 + x4*3, onde a, b, c e d são inteiros 
positivos, é divisível por x) + x? + x +1. 


9.48) O polinômio f(x) = x"(x2 + ax + b), com n inteiro positivo, dividido por (x — 2)? dá resto 
2º(x — 2). Determine a eb. 


9.49) Prove que o polinômio f(x) = (cos y + x sen q)º — cos (ny) — x sen (ng) é divisível por x2+1. 
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Capítulo 


bo. Outros temas 
importantes 
o) 


10.1 — POLINÔMIO DERIVADO 
Definição 
Seja o polinômio de coeficientes complexos: 
pX)=atax+rax+ax+..taxt+.. taxa £O0Oen>l 


Chama-se polinômio derivado de p(x) ao polinômio: 


=a +2a,x +32 + 


cat lr + 


De uma forma abreviada, podemos escrever: 


Em particular, se o polinômio p(x) é uma constante ou é o polinômio nulo 
então o polinômio derivado p'(x) é o polinômio nulo. 


, 


Exemplos 


1.º) Se p(x)=6+5x+4x?,então p(x)=54+2 .4x=5+8x. 

2.º) Sep(x)=2x*+4x?+2x+ 10,então p(x)=3+2x24+2 .4x+2=6x2+8x+2. 
3.º) Se p(x)=2x+ 1, então p(x)=1-2.xº0=2. 

4.º) Se p(x) = 3, então p'(x)=0. 
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Adição - Propriedade 1 


Quaisquer que sejam os polinômios p(x) e q(x), tem-se: 


Demonstração 


Se um dos polinômios é uma constante, a propriedade é evidente. Caso 
contrário, sejam: 


pl) = Y axte gm) = D bat 
k=0 k=0 


Suponhamos n > m; observe, então, que os coeficientes b, são nulos para 
m <k «nn. E, considerando esses eventuais coeficientes nulos, podemos escrever: 


n 


p(x) + q(x) = BA (as + box! 
; k=0 
Por definição, tem-se: 


kax, qt) = D kbato!, [p(o) + qo) = À k(ar + box! 
1 k=1 É 


1 k= 


pg) => 
k= 


Dai: 


p'(x) + q'(x) z 


kaxtt + 5 kal! = 5 (kax! + kbxlD) = 
k= k=1 


1 = 


h 


S k(as + box!" = [p(x) + ae) 
= 


k= 


Propriedade Ii 


Sejam o polinômio p(x) e O número complexo 4. Tem-se: 


Demonstração 


Se p(x) é constante, a propriedade é evidente. Caso contrário, seja: 
n 
pé) = » ax 
k=0 
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Tem-se: 
Ac p(x) = 5 Ja 


k=o 
e, por definição: 


PD) = kaxtt e [ipi] = 5 (iiaxto!) 


k=+ k= 


Dai: 


Xp) =1T tai = Poa) = ppl 
k=1 k 


Multiplicação - Propriedade HH 


Quaisquer que sejam os polinômios p(x) e q(x), tem-se: 


0) + 20 = p'O9 + ato + PG: at 


Demonstração 


Veja exercício 10.12. 


Propriedade IV 


Sejam os polinômios p(x) e q(x), tais que: 


p(x) = [g(x)]”, onde ne IN* 


Então: 


Demonstração 


Veja exercício 10.12. 


Exemplos 


1) Se fo) = (x +x+2)+ (xº + 4x), tem-se: 
E A 


p(x) qo) 
f(x) = (2x + 1) + (3x? + 3, 


am — 


p'(x) g'(x) 
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2.º) Se f(x) = 20 (x! + 3x2 + 4x + 5); tem-se: 
Lot 
4 p(x) 
f(x) =20-(4xº + 6x + 4) 
is (1 
4 p'(x) 
3.º) Se flo) =(x* + 2x2 + 5x). (xº* + 6x? + 2), tem-se: 
Roi e 
P(x) q(x). 
fl) =0xX+kK+D- (xº+6xX2+D)+4 (0º) 4+2x2 4 5x) é (5x! + 12x) 
(O ND “1 “O 
p'(x) q(x) p(x) q'(x) 
4.º) Se f(x) = (xº + 13x2)2ºº, então f(x) = 200 + (xº + 13x2)!ºº « (6xº + 26x) 
ER, (VON A — 
g”º(x) g!ºº(x) g'(x) 
Derivação sucessiva 


Seja p(x) um polinômio de coeficientes complexos. 
Define-se polinômio derivado de ordem n do polinômio p(x), notado com 
p'(x), como segue: 


Bit 


RA peço a 


Assim, tem-se sucessivamente: 
px) = p(x) 
Pp (x) = px) 
pº'(x) = [p'(x)]', que também se nota Pp") 
2 (x) = [p"(x)], que também se nota p'(x) 


Exemplo 


Sendo o polinômio p(x) =x! + 6x* + 5x? + 7x + 8, temos, sucessiva- 
mente: 


pa) =p(xy)=xt+6x + 5x2 + 7x+8 
pt) =p(x) = 4x + 18x? + 10x + 7 
p(x) = p'(x) = 12x? + 36x + 10 

px) = p'(x) = 24x + 36 

p't“(x) = p“(x) = 24 

pa) = p(x) = 0 

p'(x) =E p(x) as p'(x) = ...=0 
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Observe que na segiiência p'(x), p'?(x), p!?'(x),... o grau dos polinô- 
mios diminui de 1; assim, se p(x) tem grau n, todos os polinômios derivados 
de ordem superior a n são nulos. 


Exercícios Resolvidos 


b? — 4 
10.1) No polinômio p(x) =ax? + bx +c, a £0, tem-se p'(a) =0. Verifique que p(a) = -—— 
Solução 
Temos: 
p(x) = 2ax +b 
b 
=0>2a4u«+b=0 =-—-— 
p'(a) => Zaa = 4 x 
(a) b aid —b b2 La b? — 2b? + 4ac 
qa) = =ac|j-— .—— =— —— =>" 0 = 
P B “2a 2a 2a Eds 4a 2a 4a 
ob? — 4a 
o 4a 


10.2) Determine um polinômio da forma p(x) = a, + a;x + a,x? + a,x”, sabendo que: 
p(2x) = p'(x) + p'(x) 


Solução 


Temos, P(2x) = ap + a,(2x) + a, (2x)? + as(2x)? 
p(2x) =a, + 2a,;x + 4a,x? + 8a,xº 
p'(x)=a,+2a,x + 3a,;x? 

p"(x) = 2a, + 6a;X 


Sendo p(2x) = p'(x) « p'(x), temos: 


açt2ax+4a,x?+8a,x)º = (a, + 22,x + 3a,x?) (2a, + 6a,x) 
aç+2ax+ da,x? + 8a;xº = 2a, 1ã, + (6a;a, + 4a2)x + 18a,a;xº + 18a3x? 


O sistema: 
2a,a, = à 
6a,a, + 4a? — 2a, 
l8a,a, = 4a, 
l8a3 = 8a, 
apresenta como solução: 


l)aç=a,=a,=a,=0e p(x) é nulo 


2.º) 0 e ê (x) a 
JYJa=a=a,=0,a,=— =— E 
o 1 2 3 9 P 9 


10.3) Um polinômio p(x) satisfaz a condição p(x) + p'(x) = 2x? + 5x + 4. Determine p(x). 
Solução 


Note que o grau de p(x) é maior que o grau de p'(x); então, o grau de p(x) é igual ao grau 
da soma p(x) + p'(x), isto é, p(x) tem grau 2. 
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Então, p(x) é da forma: 
p(x)=ax?+bx+c, axo 
Daí: 
ax? +bx+c+(Qax+b)=2xº + 5x + 4 
e 


p(x) px) 
ax +(b+2a)x+(c+b)=2x+5Sx+4 


a=2 
b+2a=5 
c+b=4 


obtemos: a =2,b=lec=3;então, p(x)=2x2+x+3. 


Resolvendo o sistema: 


10.4) Os polinômios f(x) e g(x) satisfazem a condição: 
g(x) = x? - [FG]? 
Calcule g'(3), sabendo que f(3) =2 e f(3) = 1. 


Solução 
Usando as propriedades do polinômio derivado, temos: 


propriedade III 
(— + 
go) = 2x» [OP + x? «3 [foOP + (o) 
RES 


propriedade IV 
Substituindo x por 3: 


g6)=2:3-(O)P +32-3- [O] - (3) 
g()=2:3.23+32.3.22.1] 
g'(3) = 154 


10.5) Para o polinômio p(x) = xt, demonstre as implicações: 


Solução 


Para a demonstração da primeira implicação, vamos usar o Método da Indução Mate- 
mática. (Veja volume 2 desta coleção, p. 31.) 


Teorema 1 


A primeira implicação é evidente para h = 0. 


Teorema 2 
Hipótese: suponhamos que a implicação é válida para h <k, isto é: 


PO) = An ext" 
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Tese: demonstremos que a implicação é válida. para h + | <k, isto é: 


pe“) = Ansa e xt HT 
De fato: 


PO*D() = [pf] = [Aga ext = Ar (th = Aço e (k— hj cxtodo! 
=s (k am h) * Ash ext h+1) Es Akb+1 ext hr) 


Akh+1 


À primeira implicação está demonstrada para todo h, h < k. Em particular, para h = k 
tem-se: 
pGo) =k! 
Daí, para h > k, como k! é uma constante: 
pº(x) = 0 
o que demonstra a segunda implicação. 


Exercícios Propostos 


10.6) Para cada polinômio p(x) abaixo, determine p'(x): 


a) p(x) = 5x) — 3x? +x— 1 

b) p(x) =" -— +5e — 2x$ +50 
pm) =(x+x+D-(x+4) 

d) plo) = (5x? + 7) 

e plo) =(1+5x-— 8x?) 

Dp(xy) =(a+bx”, melNte bjo 


10.7) O polinômio f(x), de grau 2, satisfaz as condições: f'(1) = 2, f'(2) = 1 e f(0) = 4. Determine-o. 


10.8) Determine a, b e c no polinômio P(x) = 5x? + ax? + bx +c, sabendo que P(x) + k(x— 1) + P'(x) + 
+(x- DP“(x)=0, kelR. 


10.9) Um polinômio f(x) satisfaz a condição f(x) « f(x) = 2x? + 6x? + 10x + 6. Determine-o. 


10.10) a) Se p(x) = 5x*, determine p'(x), p'(x) e p'“(x). 
b) Se p(x) = 3xº + 5x? — 4x2 4 8, determine p'?(x). 


10.11) Seja o polinômio: 


plo) = 5 at 
k=o0 


Demonstre as implicações: 


10.12) Demonstre as propriedades HI e IV, referidas anteriormente, neste capítulo. 


124 


10.2 — MÁXIMO DIVISOR COMUM 


Definição 


Sejam a(x) e b(x) polinômios não nulos, de coeficientes complexos. 


Então, o polinômio dt) é um máximo divisor comum (mdc) de a(x) e bix) 
se e somente se: 


a) dÇ9 |a(x) e dio | be): 
b) se c(x) | a(x) e c(x) | b(x), então c(x)| d(x). 


Indica-se: 


Observe que se d(x) é um máximo divisor comum de a(x) e b(x), então 4 + d(x), 
Ae C€*, também o é. Daí, um máximo divisor comum de a(x) e b(x) não é único. 


Exemplo - 


Se ()=(x-12(x-—-2)(x—-3) e b(x)=(x-— 1)(x-— 2) (x — 4), um 
mdc de a(x) e b(x) é d,(x) = (x — 1) (x — 2); qualquer outro mdc é da forma 
d(x) =ce(x— 1) (x — 2), onde c 0. 


Definição 


Chamamos normalizado a um polinômio p(x), não nulo, se o seu coeficiente 
dominante é 1; neste caso, então, p(x) tem a forma: 


Se q(x) = bx" + ba-,Xº"7! +... + bo é um polinômio não nulo, onde 
b, * 0, existe um polinômio p(x) tal que: 


xX0I+..+ 


p(t) = = qu) =x" + El 


Então, para todo polinômio q(x), não nulo, há um único polinômio nor- 
malizado p(x), que é o produto de qg(x) por uma constante e, c + 0; p(x) deno- 
mina-se polinômio normalizado associado a g(x). 

Por exemplo, se q(x) = 3x? + 2x? + 4x + 5, tem-se: 

5 


1 ; 2 4 
=— [3x 244 =rÁpas— + 
pl) 3 Bx + 2x2 + 4x + 5] CAtqrétqÃts 
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Observe que, se d(x) é um mde de a(x) e b(x), podemos associar-lhe um po- 
linômio d,(x), normalizado, tal que: 


d;(x) = mde [a(x); b(x)] 
Denomina-se mdc normalizado de a(x) e b(x) ao polinômio d,(x). Assim, 
para cada par [a(x); b(x)], esse polinômio d,(x) é único. 


Agora, vamos construir um processo para a determinação do mdc de po- 
linômios. 


Teorema 


Demonstração (opcional) 
Temos: 
a(x) = b(x) -a(x) + r(x) e, daí, r(x) = a(x) — b(x) «q(x) (1) 
Sejam mdc [a(x); b(x)] = d(x) e mdc [b(x); r(x)] = d,(x); então: 


d(x) | a(x) > a(x) = d(x) « q,(x) 
d(x) | b(x) => b(x) = d(x) « q,(x) 


Substituindo em (1), vem: 


r(x) = d(x) - qu(x) — d(x) - qo(x) + (x) 
r(x) = dela, (x) — qo(x) + q(x)] 


e, daí, podemos concluir que: d(x) [r(x). 


Como d(x) | b(x) e d(x) | r(x), concluímos que d(x) | d,(x) = mde [b(x); r(x)]. 
Por outro lado, temos: 


d,(x) | b(x) = b(x) = d;(x) + qu(x) 
di(x) | r(x) = r(x) = d,(x) * qu(x) 
e, substituindo na identidade a(x) = b(x) - q(x) + r(x), vem: 
a(x) = d,()ga(x) * q(x) + d,(x) * qQu(x) = d,(x) º [q s(x) * q(x) + ga 60] 
isto é, d,(x) | a(x). E, como d,(x) |b(x), vem: d,(x)| dis). 
Se d(x) | d,(x) e d,(x) | d(x), vem a tese: d(x) = d,(x). 
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O algoritmo de Euclides 


O método de obtenção de um mdc de dois polinômios, que se baseia no 
teorema anterior, utiliza o algoritmo da divisão repetidas vezes — esse método 
denomina-se algoritmo de Euclides. Vamos descrevê-lo. 


1. Sejam os polinômios a(x) e b(x), com grla(x)] > gr[b(x)), e seja r,(x) o resto 
da divisão de a(x) por b(x). 
Se r;(x) = 0, então b(x) = mde [a(x); b(x)]. 
2. Se r,(x) £ 0, tem-se mde [a(x); b(x)] = mdc [b(x); r,(x)]. 
Seja r,(x) o resto da divisão de b(x) por r,(x). 
Se r;(x) = 0, então r,(x) = mde[a(x); b(x)]. 
3. Se r,(x) £ 0, tem-se mde[b(x); r,(x)] = mde[r,(x); r,(x)]. 
Seja r;(x) o resto da divisão de r,(x) por r,(x). 
Se r;(x) = 0, então r,(x) = mde[a(x); b(x)]. 


Observe que efetuando as divisões sucessivas temos: 
gr[b(xo)] > gr[r,(9)] > grlr,(0)] > grlrs(60] > ... 


Então, após certo número n de divisões, sempre se atinge uma divisão exata 
(a divisão de um polinômio por uma constante é certamente exata); isto é, se 
rn(x) = 0, temos: 


Observe a segiiência das operações executadas: 


a(x) = b(x)q,(x) + r;(x) 
b(x) = r,;(x)go(x) + 1,(x) 
r(x) = r;(x) ga(x) + Fa(x) 
Tn-2(X) = En 1 (O) Qn(X) + Fn(x) 
1 — an 
mdc O) 


O polinômio r, - ,(x) é um mde de a(x) e b(x); a ele podemos associar o mde 
normalizado. 


Exemplos 


1.) Vamos determinar um mdc de a(x) =xº + 2x) +xº+3x + 3xX+2e 
bg) =x! + 4x + 4x — x — 2. 
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|. Dividimos ax) por b(x): 


a(x) = xº + 2xº + wx+ IX +3%+2 x + 4x 44x —-x—2 = bx) 
-xt-4x — 4x + x)+ 2x2 E 
TT Dm da + + ++. 

2xº + 8xt + 8x) — 2x? — dx 
4x + 10x) + 3x2 — x +2 
— 4x* — 16x) — 16x? + 4x + 8 
w=-— 6 — 13x + 3x + 10 


toa 


. Dividimos b(x) por r;(x): 


— 60 — 13x + 3x + 10 =c,ix) 


by=xt+ 4xW+ 4 x2—- x—2 
13 1 1 TE 
rs 4. — w3 me YZ pt ESA ci ES 
x 6 x + 3 x + 3 x 6 x 36 
Ti 9 
— Y3 ai dera RE 
ç* + 5) x + x 2 
a fas Ss 
6 36" "ut" 
oie los O 
dd cd 
3. Dividimos r;(x) por r,(x):. 
EO)= -64 1332 + 3X+ 10 19,4. 19.19 
— x] +— x + — = 1otx) 
6x3 + 18x2 + 12x 36 2 18 * 
5x + 15x +10 | 216 (| 180 
- 5x2 — 15x— 10 19 19 


nt)= 0 
Então, r,(x) = mde[a(x); b(x)]; o mdc normalizado é: 
d(x) =x? + 3x +2 


Observe que os cálculos são exaustivos; para facilitá-los, pode-se, por exem- 
plo, antes de dividir b(x) por r,(x), multiplicar b(x) por 6. 
Assim fazendo, r,(x) estará multiplicado por uma constante, o que pouca 
importância tem em nosso propósito, pois, se d(x) é um mdc de a(x) e b(x), 
então c « d(x), c * 0, também o é. 

2.º) Vamos determinar um mdc de a(x) = 6x) — 13x? +9x — 2 e b(x)=2x? —- 3x +1. 


|. Dividimos a(x). por b(x): 


a(x) = 6x) — 13x? + 9x — 2 2x? —- 3x + 1 =bix) 


— 60 + 9x? — 3x 3x—2 
Co ar? 

4x? —- 6x +2 

r(x) =0 ' 
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Então, b(x) é um mde de a(x) e b(x); o mdc normalizado é: 


3 i 
=x? — — ES 
d(x) =x 7 * + 5 
3.º) Vamos determinar um mdc de a(x) =x* —-x*—- 1x +x + 6 e b(x) = 


=x! — 13x? + 36. 
1. Dividimos a(x) per b(x): 


agj=xt-x)— x +x+ 6 
— x* + 13x? — 36 
rt)=—x+ 6x +x-—30 


xt — 13x2 +36 =: 


2. Dividimos b(x) por r,(x): 


b(xy= «xt — 13x? + 36 — x) + 6x +x—-30=r,(x) 
—xº + 6 + x? — 30x —x— 6 
6x) — 12x? — 30x + 36 
— 6x3 + 36x? + 6x — 180 
ro(x) = 24x? — 24x — 144 


3. Dividimos r, (x) por r,(x): | 


rig)= x) +6xX + x—30 | 24x? — 24x — 144 = r,íx) 
x*— x? — 6x l 5 
5x2 —5x-30 | 24 24 
— 5x2 + 5x +30 
rt) =0 


Então, r,(x) = mdc [a(x); b(x)]; o mdc normalizado é: d(x) = x? — x — 6. 
As vezes, e quando isso é possível, dadas as limitações de espaço, podemos 
dispor os cálculos da seguinte forma: 


dix) quiz) Gotxd 


a(x) > xt—-x)-1x2+x+6 
—x)+6x2 +x—30 


r;tx) rtx) rd) 


4.º) Vamos determinar um mde de a(x) = (x — 2) (x — 3 (x +2) e 
by) =x —-2P-(x—3) (x + 4. 
Observe que a(x) e b(x) estão fatorados em um produto de potências cujas 
bases são polinômios do primeiro grau, dois a dois distintos. Então, para 
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formarmos um mde, construímos o produto dos fatores comuns aos poli- 
nômios dados, afetados esses fatores nos menores expoentes com que apa- 
recem em a(x) e b(x): 


de) = (x — 2)? (x — 3) = mde[a(x); b(x)] 


Observe que o polinômio d(x) satisfaz as condições da definição. 


Definição 


Observe que se a(x) e b(x) são primos entre si o mdc normalizado de a(x) 
e b(x) é 1. 


Exemplo 
Vamos determinar um mdc de a(x) =2x* + 4x? —-2x+2eb(x)=2x2+x-—1. 
1. Dividimos a(x) por b(x): 


2x? +x-—- 1 =b(x) 
| q 
+ — 


a(x) = 2x* +4x]-2x+2 
— 2x —- x) + «x? 
-x+5x-2x+2 


Paldso a 
2 2 


Dio o 2 
2 2 
HM 2. M W 
e ce E 
2 4 4 
21 19 
r(xg)= ——x+— 
1(x) A 5 


2. Dividimos b(x) por r,(x): 


b(x)=2x2+ x-1 


8 
— 2x? e 
21 
Rg —1 
21 
59 1i2l 
21 441 
680 
TX) = — 
2(x) FT 
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3. A divisão de r,(x) por r,(x) é exata, isto é, r;(x) = 0. 


Então, r,(x) = = = mdc [a(x); b(x)]; e, sendo r,(x) constante, a(x) e b(x), 


são primos entre si. 


Exercícios Propostos 


10.13) Dê o mde normalizado dos polinômios a(x) e b(x), nos seguintes casos: 


aa) =2x*—- 4 +52 +2x-3Iebixg)=xº-xº+x)4+42 -2xX+3 
b) a(x) = 4xº — 20x* + 25x? + 10x? — 20x — 8 e b(x) = a“(x) 
cJa(xy)=x)+3x? —-8x—-24e b(x)=x)+3x? — 3x — 9 
Dax)=2xX+7)kx + 10x +35 eb(x)=2x*+ 7x? > 2x2 — 3x + 14 
Jay) =x*t+I2x-Seb(x)=2xº-x2+4x+ 15 


10.14) Determine um mdec dos polinômios: 
aja(x) = (x —- 12 (x + DD? 
bb) =(xº + D(x— 1) 

10.15) Determine um mde dos polinômios: 
a) a(x) = 3(x — 1) x(x + 2)? 
b)b(x) = 4(x — D2xº(x + 4) 


10.16) Determine c, real, para que os polinômios x? + (c + Ox +Ke+2ex2+(c+x+ 2 
tenham mdc de grau 1. 


10.17) Determine m e n para que os polinômios p(x)=2x* -x?—-4x?+mx+neq(xg)=x?+2x—1 
sejam primos entre si. 


10.3 — MÍNIMO MÚLTIPLO COMUM 


Definição 


Sejam a(x) e b(x) polinômios não nulos, de coeficientes complexos. 
Então, o polinômio m(x) é um mínimo múltiplo comum (mmic) de a(x) e b(x) 
se e somente se: 


a) m(x) é divisível por a(x) e m(x) é divisível por b(x); 
b) se n(x) é divisível por a(x) e n(x) é divisível por b(x), então n(x) é divisível por 
m(x). 
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Indica-se: 


Observe que, se m(x) é um mínimo múltiplo comum de a(x) e b(x), então 
À « m(x), À e C*, também o é. Daí, um mínimo múltiplo comum de a(x) e b(x) 
não é único. 
Exemplo 

Sea(x)=(x-ID2(x-D(x-3e b(x)=(x- D(x-—2)3(x- 4), um 
mmc de a(x) e b(x) é m,(x) = (x — 1)? (x — 2)? (x — 3) (x — 4); qualquer outro 
mmc é da forma m(x) = ce (x — 1)2 .(x— 2)3(x — 3) (x — 4), onde c £ 0. 


Observe que, se m(x) é um mme de a(x) e b(x), podemos associar-lhe um 
polinômio m,(x), normalizado, tal que: 


m,(x) = mme[a(x); b(x)] 


Ao polinômio m,(x) denominamos mme normalizado de a(x) e b(x). Para 
cada par [a(x); b(x)], esse polinômio m,(x) é único. 
Agora vamos examinar como podemos determinar o mme de Bolmdnios: 


Teorema 


boo) Polinômios normalizados; “Sejam, também a e mt) 


a(s - DOG) = dé « mé) 


Aceitaremos o teorema sem demonstração. 


Exemplos 


1.º) Vamos determinar o mme de a(x) = 4x* — 12x) + 13x? — 6x + le b(x) = 
=6x — 13x2 + 9% —2. 
Inicialmente, determinamos um mdc de a(x) e b(x) com o algoritmo de Euclides: 


d(x)=2x-3x+1 


Daí, o mdc normalizado é: 


de ae usado 3 l 
=xº-— ais 
d(x) = x 7*+ 2 


Em seguida, rhultiplicamos o polinômio normalizado associado a a(x) pelo 
polinômio normalizado associado a b(x); esse produto, dividido por d(x), 
dá o polinômio m(x): 


m(x) = 12xº — 44x! + 63x? — 44x? 4 |5x — 2 


O processo é, infelizmente, extremamente cansativo. 

Vamos determinar o mmc de a(x) = (x — 2)? (x — 3) «+ 2) e BE 
=(x-DP(ax-3)(x + 4). 

Observe que a(x) e b(x) estão fatorados em um produto de potências cujas 
bases são polinômios do primeiro grau, dois a dois distintos. Então, para 
formarmos um mme, construímos o produto dos fatores comuns e não co- 
muns aos polinômios dados, afetados esses fatores nos maiores expoentes com 
que aparecem em a(x) e b(x): 


mb) =(x-23(x-— 3 (x + 2)(x + 4) = mmc [a(x); bo] 


Observe que o polinômio m(x) satisfaz as condições da definição. 


Exercícios Propostos 


10.18) Determine o mmc normalizado de a(x) = x* — PERENE 7 +x+6eb(x)=x*— 13x? + 36. 


10:19) Determine o mmc e o mdce, normalizados, dos polinômios 


a) =x! —- 22 + x!2 e b(x) =x? — 1. 


10.4 — UMA OBSERVAÇÃO IMPORTANTE 


Seja f(x) um polinômio na indeterminada x: 


n 


f(x) =ap+rax+ ax? +... + ax 


com coeficientes em €. 


Ao polinômio f(x), fazemos corresponder uma função f, de € em €, que 


associa a todo «, «e C, a imagem: 


fl) =aç+tanx+aoã +... + anã” 


que é o valor numérico de f(x) em a. 


A função f: 


CC 
fx) =açthax+.. + an" 


denomina-se função polinomial. 
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Por exemplo, ao polinômio f(x) = x? + 2x + 1, associamos a função qua- 
drática f: 
cc 
fo) =x2+2x+1 
e, ao polinômio nulo, associamos a função constante f: 
cC”C 
ft) =0 


na qual todo «, «e C, tem imagem zero. 


Exercícios Suplementares 


IL.1) Um polinômio f(x) tem coeficientes inteiros. Sabe-se que: 


f(A) = A (A é inteiro positivo) 
f(0) = P 


onde P é um número primo, maior do que A. Determine A. 
1.2) Determine os números reais a e b tais que: 
1 ab 
x(x + 1) x x+1 


Deduza a expressão da soma: 


1.3) Um polinômio f(x) é tal que: 


DIO (ui), Vu, Vv, ueC e vel 


Verifique que f(x) é da forma a, + a,x. 


11.4) Determine a e b para que: 


a b . 2:17 +3 


———e—— + e E =D" 
10 — 1 1X +2 (10º — D (10º + 2) 
1.5) Determine A, Be € tais que: x 


1 A B Cc 
[ww >» = 4 +———— 
senx cosx(senx + cosx) senx cos x senx + cos x 


11.6) Determine a, b e c para que o polinômio na variável n: an? + bn? + cn, represente, para todo 
n, a soma dos quadrados dos n primeiros números inteiros positivos. 


1.7) Um polinômio f(x), de grau 3, é tal que (- 2) = -SH-D=-LHD=3efBD=h. 
Determine f(0). 
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I.8) Um polinômiof(x) dividido por x + 3 dá quociente qg(x) e resto — 5; q(x) dividido por 2x — | 
dá resto 4. Qual é o resto da divisão de f(x) por 2x2 + 5x — 3º 


1.9) Determine os reais p.e q para que o polinômio A(x) = x? + px + q seja divisor de A(x?). 


11.10) Um polinômio f(x) de grau 3, quando dividido porx? —- x + 2eporx? +x-— 1, dá restos 
5x — 7 e 12x — 1, respectivamente. Determine f(x). 


11.11) Divida o polinômio (x — 2)" — 1 por x — 3, onde n > 1. 
1.12) Seja R(x) =mx + n o resto da divisão de um polinômio P(x) pelo polinômio T(x) = 
=x? — (a + b)x + ab, em que a e b são constantes distintas. 


a) Determine m e n em função de a e b. 
b) Determine me n, no caso particular em que P(x) =x29º, a = —- 1leb=2. 
c) Prove que, no caso b, cada um dos coeficientes m e n é inteiro. 


11.13) Um polinômio f(x) dividido por (x — b)(x — o); (x — o)(x —- a)e (x— a) (x — b) da restos 
3x —- 1,x + 1 e 2x+ 3, respectivamente. 


a) Determine a, be c. 
b) Determine o resto da divisão de f(x) por (x — a) (x — b)(x — 0). 


1.14) O polinômio f(x) dividido por x'— 5 dá quociente g(x) e resto 3; g(x) dividido por x — 3 dá 
resto 2. Qual o resto da divisão de f(x) por x — 3? E por x? — 8x + 15? 


11.15) Os polinômios a(x) e b(x) têm uma raiz comum a. Seja r(x) o resto da divisão de a(x) por b(x); 
verifique que r(x) é divisível por x — a. 


11.16) Seja f(x) = x) + x? — 2 um polinômio de grau 3 que admite raiz 1 e duas raízes complexas, 
não reais, q e f. 


a) Determine um polinômio g(x) = ax? + bx + c, de grau 2, tal que g(1) = 1, g(x) = B e g(B) = a. 
b) Determine glg(x)]. 

c) Qual é o grau de gig(x))? 

d) Verifique que h(x) = glg(x)] — x é divisível por f(x). 


11.17) Verifique que x)” + xº"t1 + xºP*2 é divisível por x? + x + 1, onde m, n e p são naturais. 
11.18) Determine m para que o polinômio x?” + x" + 1 seja divisível por x? + x + 1, melIN*. 


11.19) Calcule o resto da divisão do polinômio: 
pl) =x +x)+xº 4x? + xº! + x2% 


a) por x -— 
b) por x? -— 1 


11.20) Demonstre, usando o Método da Indução Matemática, que um polinômio de grau e, n>l, 
admite no máximo n raízes. 


1.21) Determine p, pelR, sabendo-se que o polinômio: 
A(xg) =x) —- 3x + px+1 


é divisível por A'(x). 
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0.22) Seja o' polinômio f(x) = xº + ax + b. 


a) Determine a e b, sabendo que f(— 1) =4 e f(— D=0. 
b) Determine p para que f(x) = (x — D? - (x + p). 


11.23) Considere o conjunto dos polinômios, com coeficientes reais, da forma: 
P(x) =ax? + bx +c 
Define-se: 
piPG)] = P(x) + (x — 1)P'(x) 
Mostre que: 
a) g[P,(x) + Pol] = q[P,()] + qIP,(U] 
b) q[kP()] = k - o[Pkx)), kelR. 


11.24) Determine os reais t eu para que os polinômios p(x) =xº' + (t+ |)x? + 2x + 2ue q(x) = 
=xº +tx?+u tenham mdc de grau 2. 
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Capítulo 


Equações algébricas 


11.1 — INTRODUÇÃO 


Uma equação algébrica (ou polinomial) é uma equação do tipo: 


(11.1) 


onde P(x) é um polinômio. Caso o polinômio tenha grau n, diremos que a equa- 
ção tem grau n. 


Exemplos 


a) 4x) + (3 — Six? + 9 = 0 é uma equação algébrica de grau 3, onde a va- 
riável é x. 

b) (6 + 3D)y? + 7y + 8 = 0 é uma equação algébrica de grau 2, onde a va- 
riável é y. 

c) 2x + 3 = 0 é uma equação algébrica de grau 1. 

d) 6xº = O é uma equação algébrica de grau zero. Observe que esta equação 
não tem solução, isto é, seu conjunto-solução é vazio: 


s=8 


e) O .x = 0 é uma equação algébrica para a qual não definimos grau (o poli- 
nômio do “lado esquerdo” é identicamente nulo). É fácil perceber que qual- 
quer número complexo é solução dessa equação, isto é, no universo dos com- 
plexos o conjunto-solução é: 


S=€ 
f) Consideremos a equação: 
MAM AIL=2 ++ 8 (1) 
que é equivalente a: 


2x3 +9w +1—-2x) — 6x2 — 7x +8=0 (11) 
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que, por sua vez, é equivalente a: 
3x2 — 7x +9=0 (HT) 


Observemos que a equação (1), que representa a igualdade entre dois po- 
linômios de grau 3, é equivalente à equação (LI), que é uma equação algé- 
brica de grau 2. 
Em princípio, poderiamos também dar o nome de equação algébrica a equa- 
ções do tipo: Í 


Ato = Bix) 
onde A(x) e B(x) são polinômios (como, por exemplo, a equação (1) do exem- 


plo f). No entanto, essa equação sempre é equivalente a uma equação do tipo 
P(x) = 0: 


A(x) = B(x) > A(x) — B(x) = 0 <> P(x) = 0 
E 


P(x) 


Neste livro, chamaremos de equação algébrica apenas às equações do tipo 
P(x) = U. Conforme veremos, isso facilitará nossa linguagem, pois poderemos, 
indiferentemente, falar nas raízes da equação P(x) = O ou nas raizes do poli- 
nômio P(x). E 

Neste e nos próximos capítulos, faremos um estudo sobre as raízes das 
equações algébricas (isto é, sobre as raízes dos polinômios) no universo dos 
números complexos, embora possamos dizer que esse estudo já foi iniciado 
no capítulo 9 deste volume, com o teorema de d'Alembert. De início, descar- 
tamos dois casos cuja análise é imediata: 


1.º) caso em que O grau é nulo (neste caso teremos sempre S = 9 — veja exem- 
plo d); 

2.º) caso em que P(x) é identicamente nulo (neste caso teremos sempre S = € 
— veja exemplo e). 


Portanto, a partir de agora nos ocuparemos apenas de equações algébricas 
de grau n * 0, as quais têm a forma: 


(11.2) 


onde: neiN* 
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Os númerosa,, dn > -,d,, ão, do mesmo modo que no caso dos po- 


linômios, são charhados coeficientes da equação. 
Antes de considerarmos o caso mais geral de equação algébrica, é conve- 


niente fazermos alguns comentários sobre as equações algébricas de graus | e 2. 


11.2 — EQUAÇÃO ALGÉBRICA DO PRIMEIRO GRAU 
Consideremos a equação algébrica de grau |: 


ax+b=0 (11.3) 


onde a e b são números complexos quaisquer, com a * O. Temos: 


elo 


ax+b=0< ax=-—-beox=-— 


Assim, concluímos que a equação 11.3 sempre terá uma única raiz, que é 


; b RA 
o número complexo — —, o qual indicaremos por x,: 
a 
XK=—— 


É importante observar (para aplicações que virão a seguir) que: 


isto é, o polinômio do primeiro grau, ax + b, pode ser fatorado do seguinte 


modo: 


(11.4) 


Isto está de acordo com o teorema de d' Alembert: já que x, é raiz do poli- 
nômio ax + b, então este é divisível por x — x; (o quociente é igual a à). 
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11.3 — EQUAÇÃO ALGÉBRICA DO SEGUNDO GRAU 


Seja a equação de grau 2: 


(11.5) 


onde a, b e c são números complexos quaisquer, com a % 0. Como vimos no 
capítulo 2 deste volume (veja exercício 2.7), essa equação sempre tem duas raízes 
complexas (que podem ser distintas ou iguais, reais ou imaginárias) indicadas 
por X, € x,, que podem ser obtidas pela fórmula: 


= DEVA onde A =b? — 4ac 
a 


Pode-se demonstrar (faremos isso no item 11.6 deste capítulo) que o poli- 
nômio ax? + bx + c pode ser fatorado do seguinte modo: 


(11.6) 


Já sabemos que a fórmula 11.6 é válida quando os coeficientes a, be ce 
as raízes x, e x, são reais (veja capítulo 3 do volume | desta coleção). O que 
falta é demonstrar sua validade no campo dos complexos. 

Quando A = 0, temos x, = x, e dizemos que a equação 11.5 admite duas 
raízes iguais ou, então, que a equação tem uma raiz dupla ou, ainda, que a equa- 
ção tem uma raiz de multiplicidade dois. Esta linguagem se justifica, pois neste 
caso a fórmula 11.6 fica: 


ax? +bx+c=a(x-—x,)(x — x) =a(x — x, 


isto é, o fator x — x, aparece duas vezes. 
Quando A 0, temos x, * x, e a equação 11.5 tem duas raízes distintas. 


11.4 — TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA 


Conforme vimos nos dois itens anteriores, as equações algébricas de graus 
l e 2 sempre têm solução. Mas o que acontece com as equações de grau maior 
que 2? Isto é respondido pelo teorema fundamental da Álgebra (T.F.A): 
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O que equivale a dizer: todo polinômio de coeficientes complexos e grau 
maior que zero admite pelo menos uma raiz complexa. 

Este teorema foi demonstrado pela primeira vez, de modo satisfatório, em 
1798, por Gauss, em sua tese de doutoramento (foi o próprio Gauss que o cha- 
mou de “teorema fundamental da Álgebra”). Antes de Gauss, outros matemá- 
ticos (como, por exemplo, d'Alembert e Euler) apresentaram demonstrações 
do teorema, mas Gauss mostrou que todas elas eram incorretas (apesar disso 
há livros que chamam o T.F.A. de “teorema de d' Alembert””). Como a demons- 
tração de Gauss usa conhecimentos que estão acima do nivel deste livro, vamos 
admitir o teorema sem demonstrá-lo. 


Teorema de Abel 


O T.F.A. nos diz que toda equação algébrica de grau não nulo tem solução; 
no entanto, não nos diz como achar essa solução. Quanto às equações de pri- 
meiro e segundo graus, já sabemos como resolvê-las. Para as equações do ter- 
ceiro e quarto graus, conhecem-se fórmulas desde o século XVI; porém, tais 
fórmulas em geral são de aplicação demorada e não serão usadas neste livro 
(uma fórmula para a equação do terceiro grau foi mencionada no capítulo 1 
deste volume). Para as bs de grau maior que 4, o matemático norue- 


cientes. Assim, a nossa situação até o final deste livro é a seguinte: só sabemos 
resolver, no caso geral, equações algébricas do primeiro e segundo graus. As 
equações de grau superior a 2 serão resolvidas em alguns casos particulares, 
quando for possível usar certos artifícios, ou forem conhecidas informações 
sobre as raizes, aplicando-se teoremas que apresentaremos adiante. 

Dois artifícios usados com freqiiência serão a fatoração do polinômio (quan- 
do a conseguirmos) e a mudança de variável, como fizemos em alguns exem- 
plos do capitulo 5. 


11.5 — TEOREMA DA DECOMPOSIÇÃO 


Consideremos um polinômio P(x), de coeficientes complexos e grau n > 1, 
tal que: 


P(x) = anxº + ag xl +... +ax+ a 
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Pode-se demonstrar (faremos isso no item seguinte) que P(x) pode ser decom- 
posto do seguinte modo: 


(117) 


onde os números complexos x,,x,,...,x, São as n raízes do polinômio P(x), 
isto é, são as n raízes da equação algébrica P(x) = 0. As fórmulas 11.4 e 11.6 
são casos particulares da fórmula 11.7. 

É fácil perceber que a decomposição 11.7 é única (a menos da ordem), isto é, 
Os números x,, X,,...,X, São as únicas raízes de P(x), pois nenhum outro nú- 
mero diferente de x,, x,,..., x, anularia o “lado direito” de 11.7, ao ser colo- 
cado no lugar de x. 

Portanto, todo polinômio de grau n > 1 tem n (e apenas n) raízes, que podem 
ser reais ou imaginárias, não sendo, contudo, necessário que elas sejam todas 
distintas: podemos ter algumas (ou todas) iguais. Se na decomposição 11.7 
um certo fator: 


X— Xi 
aparecer m vezes, diremos que o número x; é raiz de multiplicidade m. Se um 


certo fator x — x; aparecer apenas uma vez, diremos que x, é uma raiz simples 
(ou raiz de multiplicidade 1). 


Exemplos 


a) Consideremos o polinômio P(x) = 2x? — 3x? + 8x — 12 e vamos tentar 
determinar suas raízes. Neste caso, “por sorte” (nem sempre teremos essa 
sorte), podemos fazer uma fatoração por agrupamento: 

2x — 3x? + 8x —- 12=00x(2x-3)+4(0x-3)=0 <> 
<(2x-3)(x2+)=0<2%X-3=00ux24+4=0+ 


3 ; 
x=7 0UX=+2i 


; a , doa E E . 
Portanto, as raízes de P(x) são os números —, 2ie —2i. O polinômio, sen- 
2 


do de grau 3, apresenta 3 raízes, as quais (neste caso) são todas distintas. 
Temos, então, de acordo com o teorema da decomposição: 


e 
- .— 


2x — 3x2? + 8x — 12 =a(x = 3) (x — 27) (x + 21) 


b) Consideremos um polinômio P(x), que após ser decomposto, fica: 


Px) =5(x - 49)(x — 4) fx — 25) 
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isto é: 
P(x) = 5(x — 4)? (x — 25) 
Se fizermos as multiplicações, obteremos: 
P(x) = 5x? — (40 + 10i)x? + (80 + 80i)x — 1601 = 5(x — 4)2(x — 2i) 
Na decomposição, vemos que o fator x — 4 aparece 2 vezes e, portanto, 
o número 4 é raiz de multiplicidade 2 (raiz dupla). Já o fator x -- 2i aparece 


apenas uma vez, assim o número 2i é raiz simples. No total, P(x) tem 3 raizes: 
4 (dupla) e 2i (simples). 
c) Sendo P(x) = 7(x — 9) (x — 3)2(x — 4) (x + 6)º, temos: 
9 é raiz simples 
3 é raiz de multiplicidade 2 (raiz dupla) 
4 é raiz de multiplicidade 5 
— 6 é raiz de multiplicidade 3 (raiz tripla) 
P(x) possui 11 raízes; portanto, é um polinômio de grau 11. 
d) Consideremos P(x) = 16x)(x — 2) (x + i)*(x — i)?. Observando que: 
W$=(kx-o 
temos: 
O é raiz de multiplicidade 3 (raiz tripla) 
2 é raiz simples 
—i é raiz de multiplicidade 4 
i é raiz de multiplicidade 2 (raiz dupla) 


Assim, P(x) tem 10 raízes; portanto, é um polinômio de grau 10. 


11.5 — DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA DECOMPOSIÇÃO 


Consideremos, então, o polinômio P(x), de coeficientes complexos e grau 
n> l, tal que: 
P(x)=ax"+a-xUI+...+ax+a, 


De acordo com o T.F.A., P(x) admite pelo menos uma raiz complexa. Repre- 
sentando essa raiz por x,, P(x) deve ser divisível por x — x,, isto é: 


Px) = (x — x) Po) (1 


onde P,(x) é um polinômio de grau n — !; cujo coeficiente dominante é a,. 
Supondo n— 1 >, pelo T.F.A. o polinômio P,tx) admite pelo menos 
uma raiz complexa x,. Assim, P,(x) é divisível por x — x,, isto é: 


P,(x) = (x — x,) + P,(x) 
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onde P,(x) é um polinômio de grau n — 2, cujo coeficiente dominante é 
a,. Substituindo em (1), temos: 


P(x) = (x — x) (x — x,) * P,(x) (11) 


Procedendo de modo semelhante, pelo número necessário de vezes, che- 
garemos a: 


PO) =(x—-x)(x-—x)...(x— xo) Ps 


onde P, é um polinômio de grau n — n, cujo coeficiente dominante é a,. Como 
n—n = 0, concluímos que P, é o polinômio constante a, e, portanto: 


P(x) =an(x- x)(x— x)... (x — x,) 


Exercícios Resolvidos 
11.1). Resolva a equação 2x? — 3x? — 3x + 2 = 0, sabendo que uma de suas raizes é igual a 2. 


Solução 


Sendo P(x) = 2xº — 3x? — 3x + 2, o número 2 é uma das raízes de P(x); portanto, P(x) é 
divisível por x — 2: 


PO) = (x — D+ P,(x): 


Efetuando a divisão de P(x) por x — 2, obtemos P,(x): 


Pi(x) =2x? + x—1 


Portanto, 2x) —- 3x2 —- 3X +2=(x-D(2x2 +x-— 1). 
Assim: 


x—-2=0 
2x — 3x - 3x +2=006(x-D(Ix +x-1)=0 + ou 
2x + x—-1=0 


A equação x — 2 = (0 nos fornece a raiz 2, que já conhecíamos; portanto, para obtermos 


: : E l = 
as outras raízes, resolvemos a equação 2x? + x -- 1 = 0, cujas raízes são — 1 e Es Então, 


; 5 a Loo ' . E 
as raízes da equação dada são 2, —l e 2º isto é, o conjunto-solução é: 


1 
s = o: no 
2 


Para completar, podemos dar a decomposição de P(x) em fatores do primeiro grau: 


mo = mem +2=26- D+ (1-5) = Dx + DlQx—D) 
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11.2) Decomponha o polinômio P(x) = 3x? + (—10 — 3i)x? + (9 + Ti)x + (—2 — 2i) em fatores 
do primeiro grau, sabendo que uma de suas raízes é o número | +i. 


Solução 
Se | +ié raiz de P(x), este é divisível por x — (1 + i): 
P(x) = [x — A+)-PlO)=(x-l-D)-P;(x) 


Efetuando a divisão de P(x) por x — (1 + i), obtemos P,(x): 


l+i 3 (-10-3i) (9 + 7i) (-2- 2) 


3 —7 2 0 


P(x)=3x? — MX+2 


Para obtermos as raízes que faltam, resolvemos a equação 3x? — 7x + 2 = 0, cujas raízes 


1 R a 9 . ; l ES 
são 2 e E: Assim, as três raízes de P(x) são 1 + 1,2 e E portanto, a decomposição é: 


3 +(-10 3x2 + (9+7ix+(-2-2)=3x-1-i)x— (x — +) = 


I 


x-1l-)tx-D(3x— 1) 
11.3) Decomponha o polinômio P(x) = x* — 8x3 + Tx? + 2x — 24, sabendo que duas de suas 
raízes são os números 2 e 3. 
Solução 
Já que 2 e 3 são raízes de P(x), podemos escrever: 
P(x) = (x — 2) (x — 3) Q(x) 
Dividindo P(x) por x — 2, obtemos Q, (x) e, dividindo Q,(x) por x — 3, obtemos Q(x): 


Px) (x —3)- QU) SE - ot 
E o ceananid x— 
Q,(x) 


Fazendo sucessivamente as duas divisões: 


Q(x) = x?—- 3x — 4 


Para obtermos as raízes que faltam, resolvemos a equação x? — 3x — 4 = 0, cujas raizes 
são 4e —1. Portanto, o polinômio P(x), de grau 4, possui 4 raízes distintas, que são os números 
2,3, —l e 4, podendo assim ser decomposto do seguinte modo: 


“BIN AA-M=K-DX-INAXA+DA-SI) 
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11.4) Decomponha o polinômio P(x) = x* + 6x? + 10x? + 6x + 9, sabendo que o número. —3 é 
raiz dupla. 


Solução 
Se —3 é raiz dupla de P(x), podemos escrever P(x) = (x + 3) (x + 3) - Q(x) isto é, 


P(x) = (x + 3)? - Q(x). : 
Para obtermos Q(x), fazemos duas divisões sucessivas por x + 3: 


Qm =x? +1 


Para acharmos as outras raízes, resolvemos a equação x? + 1 = 0, cujas raízes são i e 
—i. Assim, o polinômio P(x), de grau 4, possui 4 raízes (nem todas distintas), que são os nú- 
meros — 3 (raiz dupla), ; e --i Portanto, P(x) pode ser fatorado do seguinte modo: 


x + 6x + 10x2+ 6x +9=(x+32(x—i)(x+i) 


11.5) Sabe-se que uma das raízes do polinômio P(x) = xº* —- 5x* + 7xº — 2x? + 4x — 8é 0 mú- 
mero 2. Verifique sua multiplicidade. 


Solução 


Vamos tentar fazer várias divisões sucessivas por x — 2, até obtermos uma divisão não 
exata: 


Conseguimos fazer 3 divisões exatas (a quarta divisão nos deu resto 7), portanto o nú- 
mero 2 é raiz de multiplicidade 2. Podemos, então, escrever: 


P(x) = (x — 2)* - Q6) 
onde Q(x) é o quociente da terceira divisão: 

Q(x) = x? + x +1 
Assim: P(x) = (x —-23(x? + x+ 1) 


Se quisermos, poderemos obter as outras raízes resolvendo a equação x? + x +1 =0. 
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11.6) Determine os valores de a e b de modo que o número —4 seja raiz dupla do polinômio 
P(x).=xº + 8x* + 17x? + ax + b. Em seguida, determine as outras raízes. 


Solução 
Já que —4 é raiz dupla de P(x), temos: 
PO) = (x + 42. Q(x) 


Isto significa que, fazendo duas divisões sucessivas por x + 4, essas duas divisões devem 
ser exatas (porém, a terceira não pode ser exata): 


-4 1 4 1 (a-— 4) (b — 4a + 16) 
—4 1 0 1 (a — 8) 
1 -4 17 


b-4 + 16=0 


Devemos ter | 
a-8=0 


Resolvendo esse sistema, obtemos a = 8 e b = 16. (Observemos que a terceira divisão 
não foi exata: o resto foi igual a 17.) Temos, então: 


P(x) = (x + 4)? + Q(x) 
onde Q(x) é o quociente da segunda divisão: 
Qx) =x2+1 


Para obtermos as raízes que faltam, resolvemos a equação x? + 1 = 0, cujas raízes são 
ie --i. Assim, P(x) possui 4 raízes: — 4 (dupla), i e — i. Podemos, então, fatorar P(x) do seguin- 
te modo: 


Po) =(x + 49)(x — (x + i) 
11.7) Determine os valores de a, b, c e d de modo que o número zero seja raiz tripla do polinômio: 


PO) =2xº —9x* pa +(b- 9x +(3c— 7x+d 
Solução 
Se o número O é raiz tripla de P(x), temos: 
P(x) = (x — 0) « Q(x) = x? - Q(x) 


onde Q(x) é um polinômio que não se pode anular para x = 0. 

Poderíamos resolver este problema de modo semelhante ao empregado no exercício 
anterior, efetuando divisões sucessivas por x — O. No entanto, neste caso, é mais fácil perceber 
que devemos colocar x? em evidência e, para que isto ocorra, os termos de P(x) que possuem 
grau inferior a 3 devem ter coeficientes nulos: 


b-9=0 
3e—7=0 
d=0 
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És sã | 
Obtemos, então, b = 9, c = Ei e d = 0. Ao mesmo tempo, devemos impor que « coe- 


ficiente de x? seja diferente de zero, pois, em caso contrário, poderiamos colocar x* em evi- 
dência; aí o número zero não seria raiz tripla mas sim raiz de multiplicidade 4. Portanto, a res- 


posta do problema é: 


a*0, b=9, e=—. d=0 


11.8) As raízes do polinômio P(x) =x? — 12x? + 45x — 54 são a (dupla) e b. Sabendo que b = 2a, 
determine os valores de a e b. 
Solução 
O polinômio P(x) pode ser fatorado do seguinte modo: 
P(x) = (x —- a)2(x — b) 
Efetuando as muitiplicações, obtemos: 
P(x) = xº — (2a + b)x? + (2ab + a?)x — a2b 
mas temos também: 
P(x) =x) — 12x? + 45x — 54 
Assim, por identidade de polinômios, devemos ter: 
2a+b=12 


2ab + a? =45 
ab = 54 


Resolvendo este sistema, obtemos a =3 e b = 6. 


11.9) Sabe-se que o número 1 é raiz da equação (x? — 5x? + 7x — 3)* = 0. Determine todas as 


raizes dessa equação, com as respectivas multiplicidades. 


Solução 
Seja P(x) =x) — 5x? 4 7x — 3. O número À deve ser raiz de P(x) e, portanto, este é 
divisível por x — 1: 


P(x) = (x — 1) - Q(x) 


Efetuando a divisão, obtemos Q(x): 


Q(x) =x? — 4x +3 


As outras raizes de P(x) são as raizes de Q(x). Resolvendo a equação x? — 4x + 3 = 0, 
obtemos as raízes 1 e 3. Assim, as raízes de P(x) são os números 1 (dupla) e 3: 


Px) = (x — 1D2(x — 3) 
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Portanto: 
(x — 5x2 + XI =0<[x-Dtkx- II =06 (K-— D'(x—- 3)! =0 
Então, a equação dada possui 12 raízes: 


1 (multiplicidade 8) 
3 (multiplicidade 4) 


11.10) Determine m de modo que o número 2 seja raiz da equação: 
éê+Qm- Dx +(5-mx+7=0 
Solução E 
Substituindo a variável x pelo número 2, temos: 


P+Qm- DOL+S-m(D)+7=0 
= % 
Resolvendo esta equação, obtemos m = — EM 


11.11) Sabe-se que o número —2 é raiz da equação x? + (m + 1x? + (2m + lx + 6 = 0, onde 
meiR. Determine m de modo que todas as raízes da equação sejam reais. 


Solução 


Tentemos inicialmente fazer o que fizemos no exercício anterior, isto é, vamos substituir 
x por —2: ; 
BP+m+AD(O-D+Qm+D(-9)+6=0 


Porém, ao simplificarmos esta última equação, obtemos: 
0=0 


Isto significa que, para qualquer valor de m, o número —2 é raiz da equação dada. Façamos 
então: 


P(x) =x) + (m + 1)x? + (2m + Ix + 6 
Já que —2 é raiz de P(x), este é divisível por Xx+2: 
P(x) = (x + 2) - Q(x) 


Efetuando a divisão, obtemos Q (x): 


-2 | (m + 1) (em + 1) +6 


1 m-1 3 0 


QxW =x? +(m — 1x +3 


O polinômio Q(x) é do segundo grau e tem coeficientes reais. Portanto, para que todas 
as suas raizes sejam reais, devemos ter A > 0: 


(m- 12 -4(3)>0 


Resolvendo esta inequação, vem: 


m<1i-2/3 ou m>1+2/3 
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11.12) Dê um polinômio de grau 3 cujas raízes sejam os números 2 (simples) e 4 (dupla). 


Solução 
Seja P(x) o polinômio procurado: 
Px) =axº+axº+ax+a 
Já que conhecemos suas raízes, podemos escrever: 
PQ =ax-(x-4 =a,(xº — 10x2 + 32x — 32) 


onde a, * 0. Podemos dar infinitos valores para a, e, assim, há infinitos polinômios que satis- 
fazem as condições dadas no enunciado do problema; mas, como o problema pediu apenas um 
polinômio, podemos dar um valor qualquer para a,. Fazendo, por exemplo, a, = 1, uma res- 
posta para esse problema é P(x) = x? — 10x? + 32x — 32. No capítulo 14 (exercício 14.7) 
veremos um outro modo de resolver este problema. 


11.13) Seja P(x) um polinômio de grau 3 cujas raízes são os números 2 (simples) e 4 (dupla). Deter- 
mine P(x)em cada um dos casos a seguir: 


a) P(6) = — 80 
b) a soma dos coeficientes de P(x) é igual a 45 


Solução 


a) Este problema é semelhante ao anterior, mas agora temos uma condição adicional: 
P(6) = —80. Do mesmo modo que no problema anterior, temos então: 


P(x) = as(x — 2) (x — 4? 
Substituindo x pelo número 6, temos: 
P(6) = a;(6—- 2)(6 —- 4)? = — 80 


o que nos dá a, = — 10. Assim: 


P(x) =-10(x — 2)(x — 4)? = — 10x? + 100x? — 320x + 320 
b) Do mesmo modo que no caso anterior, temos: 
“PW-a(k-D)(x— 4? 


A soma dos coeficientes de P(x) deve ser igual a 45. Mas, de acordo com o que vimos no 
exercício 6.2, a soma dos coeficientes de P(x) é igual a P(1). Assim: 


PD=a(l-D(I-42=45 


donde a, = —5e P(x)= —5(x— 2)(x — 4)2 = —5xº + 50x? — 160x + 160 


Exercícios Propostos 
11.14) Decomponha o polinômio P(x) =(2 + ix? + (-3 + Dx + (1 — 21). 


11.15) Um polinômio P(x), após ser decomposto, ficou: 


PO =/34-DK +60 2+47 RE] 
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a) Qual é o grau de P(x)? 

b) Quantas raízes tem P(x)? 

c) Quantas raizes distintas tem P(x)? 

d) Diga quais são as raízes de P(x), com as respectivas multiplicidades. 

e) Se fizermos todas as multiplicações e reduzirmos os termos semelhantes, qual será o coefi- 
ciente do termo em x!3? 


11.16) Resolva a equação x? — x? — 14x + 24 = 0, sabendo que uma de suas raízes é igual a —4. 


11.17) Decomponha o polinômio P(x) = 2x? — 9x? + 14x — 5, sabendo que uma de suas raizes é 
1 
igual a —. 
R 2 
11.18) Decomponha o polinômio P(x) = x* — 5x3 + 5x? + 5x — 6, sabendo que duas de suas raizes 
são os números 2 e —1. 


11.19) Decomponha o polinômio A(x) = xº + 4x? + 13x? + 36x + 36, sabendo que o número —2 
é raiz dupla. 


11.20) Decomponha o polinômio B(x) = 3x? — 7x2 + (5 + 6i)x — (1 + 2i), sabendo que uma de 
suas raízes é o número 2 — i. 


11.21) Decomponha o polinômio P(x) = x? — 5x? — 8x + 48, sabendo que uma de suas raízes é 
igual a 4. 


11.22) O número —4 é uma das raízes da equação xº + 12x* + 47x3 + 52x2 — 48x — 64 = 0. Veri- 
fique sua multiplicidade. 


11.23) Determine os valores de p e q de modo que o número 5 seja raiz dupla da equação: 
x* — 10x) + 24x? + px+q=0 
11.24) Determine os valores de r, s e t, de modo que o número zero seja raiz dupla da equação: 
TX - Ss +(r—-6x+(3s—-2x+(t—-9) =0 
11.25) Determine k, de modo que o número — 3 seja raiz da equação x* — kx? + (k — 1)x? — 18 = 0, 


11.26) Sabe-se que o número 3 é raiz da equação xº + (k — 5)x? + (4 — k)x + (6 — 6k) = 0, onde 
k é real. Determine k, de modo que todas as raízes da equação sejam reais. 


11.27) Seja P(x) um polinômio de grau 4 cujas raízes são i (dupla), —2 e zero. Determine P(x), sabendo 
que P(—1) = —10i. 


11.28) Determine o polinômio P(x), de grau 3, cujas raizes são 4, — 2 e 3, sabendo que a-soma dos coefi- 
cientes é igual a 6. 


11.29) Resolva à equação xº — 2x2 —- x + 9 =3x? 4x — 15, sabendo que uma de suas raízes é 
o número 4. 


11.30) Resolva a equação xº — 9x* + 26x? — 24x? = 0, sabendo que uma de-suas raízes é o nú- 
mero 3. 
l x2+3 


=——————.., sabendo que uma de suas raízes é o número 2. 
x—1 5x2—-8x+3 


11.31) Resolva a equação 


11.32) Resolva a equação x? — 2x — 4 = 0, sabendo que uma de suas raízes é o número 2. 
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11.7 — ALGUNS ARTIFÍCIOS 


Neste item, examinaremos alguns exercícios que, além da teoria já vista, 
necessitarão de alguns artifícios para serem resolvidos. 


Exercícios Reselvidos 


11.33) Obtenha as raízes e faça a fatoração do polinômio: 
P(x) =xº— 2x! + 6x) — 12x? — 27x + 54 


Solução 


Aqui, “por sorte”, conseguimos fazer uma fatoração por agrupamento: 


Pg) =x) —- 2x* + 6x — 12x2 — 27x + 54 = 
REED RS E NS 


=x(x-D)+6x(x-2D)-27x—-D=(x—-2D(x* + 6x? — 27) 


Assim: X=2=0 (1 
PO) =0<(x-D(xt+ 6x —-27)=0 + ou 
x +6x -27=0 (11) 


A equação (I) nos dá a raiz 2 e a equação (II) nos dá as raízes 3 — V3, 3ie — 3i. Por- 
tanto, o conjunto-solução da equação P(x) = O é: 


S=(2;/3;-V3;3; -3i) 
ea fatoração de P(x) é: 
Px) =(x—- Dx — /3)(x + 3)(x — 3i) (x + 3i) 
11.34) Decomponha o polinômio P(x) do exercício anterior, no campo real. 
Solução 


Neste caso não devemos considerar as raizes imaginárias. Assim, ao resolvermos a equação 


x! + 6x? — 27 =0, temos: 
—6+./144 
2 


x = 


isto é, x? =3 ou x? = —9. Portanto: 
x +64 -27=(x-9)(gx+9)=(x+/3)(x—V3)(x2 + 9) 
Temos, então: 
Poy=t-Da- D+ 36 +9) 


Um outro modo de resolver esse problema é, primeiramente, fazer a decomposição no 
campo complexo: 


PO) =(x—-D(x— /3)(x+ 3) + 3i) (x — Bi) 
para, em seguida, fazer a multiplicação dos termos em que aparecem raizes imaginárias: 


(x+3DK-3)=x2+9 
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11.35) Decomponha o polinômio P(x) = xº + 1 em fatores do primeiro grau. 
Solução 
1.º modo 
Vamos achar as raízes de P(x): 
Pg =00x!t+1=0<x!=-—1 


Portanto, as raizes de P(x) são as raízes quartas de —1: 


Ep eis Es ds 
RR É? 2 2 

E, e pe fe eis L=—=— — | — 
2 2 2 2 


Assim, temos: 


Px) =(x—r)(x—r)(x— rx — 4) 


isto é 
ai i (x E Ds df ED, E nO) 
2.º modo 


Podemos usar o artifício de somar e subtrair um mesmo termo, de modo a cair em al- 
gum caso conhecido de fatoração: 
xX+l=x +22 +12 =(xt+2x2 + 1)-— (2x?) = 
=((+12-(/Ix)=(x+1+ 2068 +1— 2x) 
Se o problema tivesse pedido a fatoração no campo real, deveriamos parar aqui. Mas 


como foi pedida a fatoração em termos do primeiro grau, devemos continuar determinando 
as raízes de x? + 1 + 2x ex? +1- (2x, que são: 


AR Cada 202 
CLA a a 

vê cadê DO afã 
go SEE ERA 


Estas são as mesmas raízes que obtivemos pelo primeiro modo e, obviamente, a respos- 
ta será a mesma. 


11.36) Resolva a equação x* + x?+1=0. 


Solução 
1.º modo 
Podemos fazer a mudança de variável y = x?. Com isso temos: 


xK+24+1=006y+y+1=0 
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Resolvendo esta última equação obteremos as raízes y, e y,. Em seguida, resolvemos as 
equações: 


x? =y, de raízes x, e x, 
e 
x? = y,, de raízes X, € X4 
Finalmente teríamos: 
Po =x+x2+1=(x-x)(x—x)(x— x)(x— x4) 


No entanto, neste caso, há um modo mais rápido, que veremos em seguida. 


2.º modo 
Temos: 
xXrxsl=w4e+M+i-ox=(+2m +D-( = 
=((+12-(=(2+1+0)(x2+1-x) 
Assim: 


x +1+x=0 (D 
xX+2+1=00(R+41+0)(x +1-x3)=0< ou 
x2 +1-x=0 (1 


-=1+1/3 0 —1-1/3 
———— O —eeem o, 


A equação (Il) tem raízes 


2 2 
1+ivy3 1-14/3 
A equação (Il) tem raízes Eai e e 


Portanto, o conjunto-solução da equação dada é: 


(te, -1-1/3 1+i/3 1-i | 


E 2 2 2 2 


11.37) Resolva a equação x? + (2 + /5)x + 2/5 = 0. 


Solução 
A=0+/5)-40/5)=4+4/5+5-8/5=4-4/5+5=(2- 52 
Assim: 


«.L+VDEVA C+VDLC- VS) 
A RR RA 


donde: x, =2e x, = 5: 


(74) 
h 


=(2;/5) 


11.38) Resolva a equação xº + x) +x2+x+1=0. 
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Solução 
A sequência: 
(1; x; 42; xº; x?) 
é uma progressão geométrica (PG) de razão igual a x. Assim, usando a fórmula da soma dos 


termos de uma-PG (veja capítulo 6 do volume 2 desta coleção), temos: 


x —- 1 


x-1 


xK+x 4x 4+x+1= 


É óbvio que a igualdade anterior só é válida para x * 1; porém, por simples verificação, 
concluímos que o número 1 não é raiz da equação dada. Assim: 
x*-1=0 x = 1 
=0 <o e < e 


xl xl 


x *— 1 
x +wW+x 4x+1=0< 7 
Exa 


Portanto, as raízes da equação dada são as raízes quintas do número 1, com exceção do 
número 1: 


2nº.. 2n 67. 67 
w, = cos — + isen -— w, = cos— + isen — 
5 5 5 5 
4n.. 4n 8r... 8m 
O, = cos-— + isen— ms = cos— + isen — 
5 5 A) dm) 


Se quisermos, poderemos indicar essas raízes de modo .mais “compacto”, lembrando que: 


2n 8r 2n 8z 

cos— = cos — sen — = — sen— 
5 5 5 

4n 67x 4n a 

cos — = cos— sen— = — sen— 
5 5 5 5 


Assim, podemos dizer que as raízes procuradas são: 


2n . 2x 4n ; 4n 
cos— + isen— e cos— + isen— 
5 5 5 
Sa : n 5-1 . 
No capítulo 4 do volume 3 desta coleção, vimos que sen ET = E A partir 


é as, : 27 2n 4n 4x 
daí, se quiséssemos, poderiamos obter Sósia sen E Eid e cd 


Poderiamos, também, observar que: 
O = 02, 0, = 0), O =W7 
21 . 21 : ê a 
Fazendo w, = w = cos— + isen —, poderiamos dizer que o conjunto-solução da equa- 
ção é: : 
S=[0; 0"; 0'; q?) 


Este exercício será resolvido de outro modo no capítulo 16 (exercício 16.3). 
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11.39) Resolva a equação (z — 1)º = (z — 3)*. 


11.40) 


11.41) 
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Solução 
É fácil verificar que o número 1 não é solução da equação (isto é, z £ 1). Portanto: 


(z — 3)% (= 
(2—-D'=(2-38 o =1 + =1 
(z — 1)º z-—l 


Sejam w,, 0,, Oy, Vs, Was, (s as raízes sextas do número 1 (com Vo =1, 0, =0, 


0 =02, 0, =0º, 0 =w*, wo, =). Sendo w; uma delas, temos: 
Zz—3 
= 0, 
J 
z-—1. 
w —3 
Isolando z, obtemos z = — ; 
w—1l 


Nesta última equação, vemos que w; £ 1 e, portanto, a raiz w, = | não serve. Sendo, 
então: 


o conjunto-solução é: 


Mostre que os pontos representativos das raízes da equação (z — 1)º = (z — 3)º estão sobre 
uma reta. 


Solução 
e-D=(2-3º => |z-1)=[|2-3| 


De acordo com o que vimos no capítulo 3 deste volume, a equação |z — 1] = |z — 3] 
representa a reta de equação x = 2. 

Assim, as raízes da equação (z — 1)º = (z — 3)º são representadas por pontos (apenas 
alguns) que estão sobre a reta de equação x = 2. 


Resolva a equação x* — 2x? + 21x? — 32x + 80 = 0, sabendo que uma de suas raízes é um 


número imaginário puro. 


Solução 
Seja ai (com a c IR*) a raiz imaginária pura da equação. Fazendo a substituição, temos: 
(ai)* — 2(ai)? + 21(ai)? — 32(ai) + 80 = 0 
donde: 


(a* — 21a? + 80) + (23º — 32a)i = 0 


Ficamos, então, com as equações: 


a*-2la2+80=0 (1) 
(o) 
22º - 322 =0 (11) 


A equação (1) nos dá a = + 4oua= + VS. 
A equação (II) nos dá a=0oua=+4. 


Para satisfazer simultaneamente as duas equações, ficamos com a = + 4. Portanto, 
a equação dada admite duas raízes imaginárias puras: 4ie —4j. Daí concluímos que o poli- 
nômio P(x, = x* — 2x? + 21x? — 32x + 80 pode ser fatorado do seguinte modo: 


P(x) = (x — 4i)(x + 4i) A(O. 
x? + 16 


Dividindo P(x) por x? + 16 (ou fazendo uma divisão por x — 4i e, em seguida, outra 
por x + 4i), obtemos A(x) = x? — 2x + 5, cujas raízes são 1 + 2ie 1 — 2i. Assim, o con- 
junto-solução da equação dada é: 


S=(4;-4;1+2;;1-2i]) 


11.42) Consideremos o polinômio P(x) = x" — 1, com n > 1, cujas raizes são F,, F,, 3, ..., Fn- 
Sabendo que r, = 1, calcule o valor de (5 —- 1) «(5 — r,))...(5 — r5). 


Solução 
Sendo P(x) =(x —- D(x— r)(x — r;)...(x — rn), temos: 


P(x) 
x-1 


= (x —t)(x—r)...(x— ro), 
A(x) 
Percebemos, então, que: 


S-1)6-r9)...(5-r)=A() 
Fazendo a divisão de P(x) por x — 1, obtemos: 
Ag) =x0U1 4x2 4W03 +... 4x2 +x+1 
Daí temos: 
A(S) =S"Tl4+S24 534.452 4541 (1 


O “lado direito” da igualdade (1) é a soma dos termos de uma progressão geométrica de n termos 
e razão igual a S. Portanto: 


sº—-1 
6-1) (6 -19)...66- 1) =A(5) ==> 


11.43) Decomponha o polinômio P()= x)+(—-5-2i)x2+(7+ 7i)x+(— 2 — 6i), sabendo 
que ele tem uma raiz real. 


Solução 
Seja a a raiz real de P(x). Devemos ter, então, P(a) = 0, isto é: 


asr(-5-2)al+(1+7)a+(-2-6)=0 
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Efetuando as multiplicações e agrupando os termos de modo que fiquem separadas as 
partes real e imaginária, obtemos: 


(a —-Sa2+7]a-D+(-222+7.a - 6)i=0 
Tanto a parte real como a parte imáginária devem ser nulas: 
a —-Sa2+7]%a-2=0 4D 
— 2a? + 7a —- 6=0 [009] 
' 3 ud ; 
Resolvendo a equação (II), obtemos as raízes 2 e ch Por substituição, podemos veri- 


ficar que, destas raizes, apenas o número 2 satisfaz também a equação (1). Assim, concluímos 


que a = 2, isto é, a raiz real de P(x) é o número 2. Portanto, P(x) é divisível por x — 2: 


P(x) = (x — 2) -Q(x) 
Efetuando a divisão, obtemos Q(x): 


2 1 (-5 — 21) (+ 7i) (-2— 6) 


1 (=3 — 2i) (+ 3) 0 


Qu) =x? +(-3 — 2i)x + (1 + 3i) 


Podemos, em seguida, obter as raízes de Q(x), que são | + ie 2 +i. Assim, as raizes 
de P(x) são os números 2, | + i, 2 + i, e sua decomposição é: 


KX+(-5-2)xX +(0+7i)x+(-2-6)=(x-9)(x-l>D)tx-2-i) 


Exercícios Propostos 


11.44) Decomponha o polinômio P(x) = xº + 3x! — 5x3 — 15x? — 36x — 108. 

11.45) Resolva a inequação xº + 3x* — 5x? — 15x? — 36x — 108 < 0, no universo dos reais. 
11.46) Resolva a equação x? + (2 — 3x -2/3=0. 

11.47) Resolva a equação x) — xt +xº-x2+x- 1=0. 

11.48) Resolva a equação (z — 3)* = z$. 


11.49) Resolva a equação x* — 5x? + 10x? — 20x + 24 = 0, sabendo que uma de suas raízes é um 
número imaginário puro. 


11.50) Consideremos o polinômio P(x) = x" — 1, com n > 1, cujas raízes são r,, [,, [,..- Tn. Sa- 
bendo que r, = 1, calcule os valores de: 
a 3-r)(3-r) o (3-ro) bDbd-r)(I-r)ecd(I-ro) 


11.51) Decomponha o polinômio P(x) =x? + (—6 + 2i)x? + (10 — 9i)x + (—3 + 9i), sabendo 
que ele possui uma raiz real. 


11.52) A equação (x —- o) (x — B)(x — y) + 5 = 0 tem raízes r, s e t. Quais as raízes da equação 
x-n)(x—-)kK-t)—S=0? 


11.53) Consideremos uma equação algébrica de grau 20. Qual o número máximo de raízes distintas 
que essa equação pode ter? 
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11.54) Consideremos dois polinômios A(x) e B(x), ambos de grau n > 1. Suponhamos que os valores 
numéricos de A(x) e B(x) coincidam para n + 1 valores distintos de X: Fo, Fi T;,.-.5 Tn: 
Demonstre que, neste caso, A(x) e B(x) são idênticos. 


11.8 — POLINÔMIOS DE MESMAS RAÍZES 


Consideremos dois polinômios A(x) e B(x), de mesmo grau n > 0, que 
tenham as mesmas raízes, com as mesmas multiplicidades: 


A(x) =axXº +a- XUI +... +ax+ a (D 
BO) =bx" +boxU!+...+bax+b (ID 


Sendo r,, r,,...Tn as raízes, vem: 


A(x) =a(x— r)(x—r)...(x— 15) (LI) 
B(x) = bi(x—- r)(x—r)...(x— r5) (IV) 
Observando (III) e (IV), concluímos que: 
A cs de 
isto é: Be) bn 
A(x) = k + B(x) (V) 


onde k é uma constante não nula. 
Substituindo (I) e (II) em (V), temos: 


ax” +axUi+...+ax+r+a=kbx + kb xU! +... + 
+ kb,x + kb, 


donde, por identidade de polinômios, concluímos que: 


aq=k-b, 


Em outras palavras, podemos dizer que os coeficientes correspondentes 
são proporcionais. 
Exemplo 


Consideremos o polinômio A(x) = 3x? — 7x + 9. Multiplicando-o pela 
constante k = 10, obtemos o polinômio B(x) = 30x? — 70x + 90, que deve 
ter as mesmas raízes de A(x), com as mesmas multiplicidades. 
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Capítulo 


Raízes múltiplas 


12.1 — RAÍZES MÚLTIPLAS E DERIVADAS — TEOREMA 


Consideremos um polinômio P(x) de grau n > 1, que possui uma raiz c 
de multiplicidade m > 1. Conforme vimos no capítulo anterior, P(x) poderá 
ser escrito na forma: 


P(x) = (x — o)” « A(x) 


com A(c) + 0, isto é, não sendo c raiz de A(x). Seja P!'(x) o polinômio derivado 
de P(x). Vale, então, o teorema (que será demonstrado no item seguinte): 


isto é, podemos decompor P!!''(x) na forma: 
PO 6) =(x-— ci. B(x) 
onde B(c) £ 0. 
Exemplos 
a) Consideremos o polinômio: 
Px) =x) —- 4X +70 —- MW +4x- | 
que pode ser fatorado do seguinte modo: 
Po) =(x—- (x —-x+1) 
NEED 
A(x) 
A derivada primeira de P(x) é o polinômio: 


PO) =5x*-—- 16x) +2lx2- 14x +4 
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que pode ser fatorado da seguinte maneira: 
PO(x) =(x—-12.-(5xº — 6x + 4) 
asi ay 
B(x) 
Observando que A(l) £ 0, e B(l) + 0, podemos dizer que: 


1 é raiz de multiplicidade 3 de P(x) 
1 é raiz de multiplicidade 2 de Pt(x) 


b) Consideremos novamente o polinômio P(x) do exemplo anterior: 
P(x) =x) —- 4x! 47x) — 7x2 + 4x — | 


Conforme vimos, o número | é raiz tripla de P(x). Determinemos algumas 
das derivadas sucessivas de P(x): 


PlD(x) = 5xº* — 16x) + 21x? — 14x + 4 
PC)(x) = 20x) — 48x? + 42x — 14 
PG)(x) = 60x? — 96x + 42 

Aplicando-se várias vezes o teorema 12.1, podemos dizer que: 


l é raiz de multiplicidade 3 de P(x) 

| é raiz de multiplicidade 2 de Pt(x) 
1 é raiz de multiplicidade | de P'?(x) 
| é raiz de multiplicidade O de PS(x) 


o o 


isto é, o número 1 não é raiz de PS?(x). 
Embora não tenhamos definido anteriormente, passaremos a usar a frase: 


“k é raiz de multiplicidade O de P(x)” 


com o seguinte significado: 


“k não é raiz de P(x)”. 


O exemplo b anterior ilustra uma consegiência do teorema 12.1: 


(12.2) 
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12.2 — DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 


Temos, então: 
P(x) = (x—c)? + A(x) 
com A(c) * 0. Usando' a regra da derivada do produto, vem: 
PO)(x) = m(x-c)"-1. A(x) + (x— o”. AD (x) = 
=(x-e"!.[m.A(x) + (X-)AD()] = (x-c”"-1.B(x) 
A 


B(x) 


Portanto, para demonstrar que c é raiz de multiplicidade m— 1 de P'(x), 
basta mostrarmos que B(c) * 0. De fato: 


B(c) = [m « A(c) + (c- JA!(c)] = m - A(c) 


mas, como A(c) £ 0, concluímos que B(c) £ 0. 


Teorema 


Pode-se demonstrar que: 


(12.3) 


Observação: No capítulo 17 veremos um outro processo para a pesquisa de 
raízes múltiplas. 


Exercícios Resolvidos 
12.1) Mostre que o número 2 é raiz tripla do polinômio P(x) =x) — 5x* + 7xº —- 2x2 + 4x -— 8. 


Solução 


Este exercício já foi resolvido no capítulo 11 (exercício 11.5). Agora vamos resolvê-lo 
de outro modo. Temos: 


Po)=x)-5xt+ 7x3 —- 2x2 +4x-—8 
POM(x) = 5x! —- 20x) + 21x —- 4x +4 
PO'(x) = 20xº — 60x2 + 42x — 4 


PO!(x) = 60x? — 120x + 42 
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Podemos verificar que P(2) = 0, PUM2) = 0, P2M(2) = 0 e PS!(2) = 0. 
Assim, de acordo com o teorema 12.3, podemos afirmar que o número 2 é raiz de multi- 
plicidade 3 de P(x). 


12.2) Resolva a equação xº — 7x? + 15x — 9 = 0, sabendo que admite uma raiz dupla (multipli- 
cidade 2). 
Solução 


Seja P(x) = xº — 7x? + 15x — 9. Se o número c é raiz de multiplicidade 2 de P(x), será 
raiz de multiplicidade ! de P'(x). 


PlM(x) = 3x2 — 14x + 15 


Determinemos as raízes de Pt(x): 


I4 + 16 5 


<x=— oux=3 
6 3 


3x2 — 14x + 15=0<x= 
5 Salema ; E 
Portanto, c pode ser — ou 3. Fazendo as substituições (ou usando Briot-Ruffini), 
obtemos: 3 
5 
P(S)zo e P(3)=0 
Assim, concluímos que c = 3, isto é, a raiz dupla procurada é o número 3 e, portanto, 
P(x) pode ser escrito: 


P6x) = (x — 3)? « Q(x) 
Determinemos Q(x): 


Q(x) =x — 1 
QW =0<>x-1=006x=1 


Portanto, o conjunto-solução da equação dada é: 


12.3) Determine as raizes do polinômio P(x) = x? — (4 + 2i)x? + (4 + 6i)x — 4i, sabendo que ele 
tem uma raiz dupla. 


Solução 


Derivando P(x), obtemos: Pl(x) = 3x? — (8 + 2i)x + (4 + 6i). 


3 À 


3 


Uma delas será raiz dupla de P(x). Fazendo as verificações obtemos: 


Podemos obter as raizes de P'!'(x), que são | +ie 


PlR)=0 E (E) +0 
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Assim, | +iéa raiz dupla de P(x) que procuramos: 
Po) =[x— (+ DP. Qu) 


Fazendo duas divisões sucessivas por x — (1 + i), obtemos Q(x): 


t+i la (4-2) (4+6i) -4i 


QU =x—2 
QU =0<x-2=00x=2 


Portanto, as raízes de P(x) são 1 + i (dupla) e 2 (simples). 


12.4) Determine as raízes do polinômio P(x) =x?! + x) — 3x? — 5x — 2, sabendo que admite 
uma raiz tripla. 


Solução 
Temos, então: 


PO) =42 432 = 6x—5 
P2(x) = 12x? + 6x — 6 


Sendo c a raiz tripla de P(x), deverá também ser raiz dupla de P((x) e raiz simples de PC)(x). 
t ! 
As raizes de P(2)(x) são — 1 e EE Portanto, c pode ser igual a —1 ou a Fazendo as 


verificações, obtemos: 
l 
P(-1D) =0 e (5) 0 


Assim, a raiz tripla procurada é c = — |: 
P(x) = (x + 1º « Q(x) 


Fazendo três divisões sucessivas por x + 1, obtemos Q(x): 


Q(x) =x — 2 


Q(x) =0 + x—-2=0<x=2 


Portanto, as raízes de P(x) são —l e 2. 
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12.5) Determine o valor de k de modo que o polinômio P(x) =x* + x? — 3x? + kx — 2 admita 
uma raiz tripla. Depois determine as raízes. 


Solução 


A raiz tripla c de P(x) deverá ser raiz dupla de P((x) e raiz simples de PC'(x), porém não 
poderá ser raiz de PS)(x). Temos, então: 


PO(x) =423 +32 — 6x +k 
PC2)(x) = 12x? + 6x — 6 


PO(x) = 24x + 6 
1 
PO(x) =0 > 12x2+6x —-6=00x=-1 queda 


Portanto, os possíveis valores de c são —l e = 


1.º possibilidade: c = —1 


M-D=0s (MD +4(C-DP- HIP AK-D-2=0k=-S5 


= x* 3 2 — 
Asses RO E AR FE pa 5 j 
Por substituição, verificamos que: 
PD(-1) =0 e P(-1) 40 
Portanto, uma possibilidade é k = —S ec = —l; teremos: 


P6x) = (x + 1º - Q(x) 


Q(x) =x — 2 
Q(x) =0 o x =2 


Assim, para k = —S, as raízes são —l e 2. 


l 
2.º possibilidade: c = — 
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PO =nttw mera? 


Assim: ii 
P(x) = 4x) + 3x? — 6x E 


dn ig ; 1 eai 1 
Por substituição, verificamos que po(o) * O e, portanto, a possibilidade c = Eva 
serve. 
Em resumo, a resposta do exercício é: 


k=-S5 
raizes: —-1 e 2 
12.6) Determine os valores de m e n de modo que o polinômio: 


P(xy) =x*—- 5x) + 6x + (m — I)x + (2Qn— 2) 
admita uma raiz tripla. 


Solução 


A raiz tripla c de P(x) deverá ser raiz dupla de P('(x) e raiz simples de P(2'(x), porém não 
poderá ser raiz de P()(x). Temos, então: 


PO)(x) = 4x) — 15x? + 12x + (m — 1) 
PO(x) = 12x? — 30x + 12 
PS) (x) = 24x — 30 

PO) =0< |x2-30xX+12=00x=20ux -— 


A - l 
Portanto, os possíveis valores de c são 2 e a” 


t 
Observemos que Pt(2) + O e po(5) + 0. 


À | 
1.º possibilidade: c = — 
] RW ly 1132 l 
Pi—)=0[—) >5/—) +6|—) +(m-D[—)4+2n-2=0 & 8m+32n=25 

B) 2 2 2 2 
LAS 1132 7 
po(5) =0 < (5) — 15(5) + u(5) +m-|l=06m=-— 
2 2 2 2 4 


Dai temos m = -—en=—. 


HI 
[ 


2.º possibilidade: c 
PQ) =0<(2*-503 +62) +(m-D(9)+2n-2=0m+n=2 
PO(D) =0 << 423 1502 +12) +m-1=00m=5 


Daí tiramos m =5 en = -—3. 
Portanto, a resposta do problema é: 
7 39 
m=-—en=— 
: 4 32 
ou ; 
m=5Sen=-3 
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Exercícios Propostos 


12.7) Resolva a equação xº + 7x? + 6x + 12 = 0, sabendo que admite uma raiz dupla. 


12.8) Resolva a equação xº* — (5 — 2i)x? + (6 — 8i)x + 6i = 0, sabendo que admite: uma raiz 
dupla. 


12.9) Resolva a equação 2x* — 7x) + 9x? — 5x + 1 = 0, sabendo que admite uma raiz tripla. 
12.10) Determine k de modo que a equação xº* + 9x? + 24x + k = 0 admita uma raiz dupla. 


12.11) Determine o valor de k de modo que a equação x* + 7x? + 18x? + kx + 8 = 0 admita uma 
raiz tripla. Depois resolva a equação. 


12.12) Determine os valores de k e t de modo que a equação x* + x) — 3x? + kx + t = O admita 
uma raiz tripla. 
; am des ; 
12.13) Determine o valor de k de modo que a equação x* + Rd + 2x? + 8x + k = 0 admita 
uma raiz dupla real e negativa. 


12.14) Determine o valor de k de modo que o polinômio P(x) = xº + (k—-4)x? + (4-4k)x + 4k 
admita o número 2 como raiz dupla. 
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Capítulo 


Raízes imaginárias 


13.1 — TEOREMA DAS RAÍZES CONJUGADAS 


Demonstração 


a) Seja P(x) = ax" +aç-,;X"! +... + a,, onde An, An-15:-- 59 
são números reais. Se z é raiz de P(x), temos P(z) = 0: 


P(z)=az" +aZot +... +a (1) 
Calculemos P(Z): 
P(Z) =ad(Z)" +a (Do! +...+a (M 


Já que a,,aç-,,.. -. ao SãO reais, temos: 


p 

o 
Il 

o 


Usando esse fato e lembrando que para um número complexo qualquer « 
vale: 


(0) = (0º) 
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a igualdade (II) transforma-se em: 


Py=-RD + D+... + E 
=(a,7+a gg i+...+r+a)=P2)=0 


Assim, se P(Z) = 0, Z é raiz de P(x). 
b) Temos z =a + bieZ=a — bi. Suponhamos que z seja raiz de multipli- 
cidade m (com m > 1). Já que z e Z são raízes de P(x), temos: 


PO) =(x-)(x-D- A(x)=[xº— (2 + 72x +22] A(x) = 
=x? — 2ax+ (a2 + b)]. A(x) 
(DN 


B(x) 


Observando que P(x) e B(x) têm coeficientes reais, concluímos que A(x) tam- 
bém tem coeficientes reais. 

Se z for raiz simples de P(x) (isto é, m = 1), então z não será raiz de A(x) 
e, portanto, Z também não será raiz de A(x); isto nos leva a concluir que Z 
também será raiz simples. Em outras palavras, se z é raiz simples, Z também 
é raiz simples de P(x). 

Sem > Í, então z deverá ser raiz de A(x); mas, levando em conta que A(x) 
possui coeficientes reais, Z também será raiz de A(x). 

Aplicando-se esse raciocínio o número necessário de vezes, chegaremos à 
conclusão de que z e Z têm a mesma multiplicidade. 


Exemplos 


a) Consideremos o polinômio P(x) = x? — 7x? + 17x — 15. 

Suponhamos que alguém nos informe que o número z = 2 + i seja raiz de 
P(x). Observando que os coeficientes do polinômio são todos reais, con- 
cluímos que o número Z =2 — i também deve ser raiz de P(x). 

b) Consideremos o polinômio P(x) =x? — (4 + 2i)x + (2 + 4i). 
Observemos que alguns de seus coeficientes são imaginários; disso resulta 
que para esse polinômio não se aplica o teorema 13.1. De fato, se determi- 
narmos as raízes de P(x), obteremos z, =3 +tiez, =1+ 1; no entanto, 
os números Z =3 -ieZ,=1 —i não são raízes de P(x). 

c) Sabe-se que o número z = —3i é raiz dupla do polinômio: 

P(x) =xº — xº* + 18x? — 18x? + 8Ix — 81 
Como todos os coeficientes de P(x) são reais, o númêro Z = 31 também é 
raiz dupla de P(x). Donde, podemos escrever: 


P(x) = (x + 3)2(x — 3i)2 +» A(x) 
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Observação: Nos capítulos 11 e 12 apresentamos teoremas que valem para 
polinômios de coeficientes complexos; neste capítulo, enuncia- 
mos um teorema que vale apenas quando os coeficientes são reais. 
Nos próximos teoremas, devemos observar cuidadosamente para 
que “tipos” de coeficientes eles valem. 


13.2 — CONSEQUÊNCIA 


Consideremos um polinômio P(x) de grau n > O e de coeficientes reais. 
Como consegiiência do teorema anterior, temos que o número de raizes imagi- 
nárias de P(x) é sempre par. Assim, se P(x) for de grau impar, terá um' número 
impar de raízes reais (isto é, pelo menos uma raiz real). 


Propriedade 

Para facilitar nosso trabalho em alguns exercícios, chamaremos a atenção 
para um detalhe. Consideremos os números imaginários z=a+bi e 
Z=a-bi(comaeclRebelIR*). Sendo P(x) um polinômio de coeficientes reais, 


suponhamos que z seja raiz de P(x); nesse caso, Z também é raiz de P(x), por- 
tanto podemos escrever: 


P(x) = (x — z)(x — 2). » A(x) 


Fazendo o produto dos dois termos correspondentes às raízes conjugadas, 
temos: 


(x — 2) (x — 2) = [x — (a + bi)] [x — (a — bi)] = [(x — a) — (bi) [(x — a) + (bi)] = 
=(x—a)-— ore =x2-2ax+ (a2 + b?) 


Observe que — 2a é real e a? + b? também é real. 

O produto de dois termos RR a a duas raízes imaginárias con- 
Jugadas apresenta sempre um polinômio de grau 2 de coeficientes reais (é este 
o detalhe que queríamos ressaltar). 


Exercícios Resolvidos 


13.1) Qual o menor grau possível para um polinômio P(x) de coeficientes reais e de grau n > 0 que 
admite os números 2, 5 e 7 + i como raízes? 


Solução 


Já que P(x) tem coeficientes reais e 7 + i é raiz, concluímos que 7 — i também é raiz. 
Assim, P(x) terá no mínimo quatro raízes: 


2,5,7+ie7-i 


Portanto, P(x) é no mínimo de grau 4. 
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13.2) Dê um polinômio P(x) de coeficientes reais, de menor grau possível; que admita como raizes 
os números 2 e 1 +i. 


Solução 


Sel + iéraiz, 1 — itambém o é. Assim, P(x) terá no minimo três raízes e será, no. mi- 
nimo, de grau 3. 


Assim: 
PO) =alx-Dx-O+dk- Odo AD 


De acordo com o que destacamos no item 13.3, temos: 
k-+)k-O-o)jJ=x-AMx+(0W+I)=x—-2x+2 
Substituindo em (1), vem: 
P(xy) =a(x—-2D(x — 2x +2)=aç(xº— 4x + 6x — 4) 
Fazendo a, = 1, obtemos um dos polinômios que satisfaz as condições do problema: 


P(x) =x) — 4x? + 6x — 4: 


13.3) Dê um polinômio P(x) de coeficientes complexos, de menor grau possível, que admita como 
raízes os números 2 e 1 +. 


Solução 


Este exercício assemelha-se ao anterior. Naquele, pediamos que o polinômio tivesse 
coeficientes reais; neste, estamos pedindo que os coeficientes sejam complexos. Então, não 
é necessário que o número 1 — i seja raiz do polinômio. Temos, então: 


P(x) =adx-Dix-—-I+D)=ad-(3+ix+ (+ 2) 
Fazendo a, = 1, obtemos um polinômio que satisfaz a condição do exercício: 


P() =x?-3+ix+(2+ 2) 


13.4) Dê um polinômio P(x) de coeficientes reais, de menor grau possível, que admita como raizes 
os números 7, 3 — i e Si, com multiplicidades 1, 3 e 2, respectivamente. 


Solução 


7 é raiz simples 
3 —-iéraiz tripla => 3 + 1 é raiz tripla 
5i é raiz dupla => — Si é raiz dupla 


Assim, P(x) admite no mínimo 11 raízes e é no mínimo de grau 11. Podemos, então, escrever: 
Px) =a(x-Dx-3-DP-x—-G3+ADP-(x— Si) (x Si) 


onde a, é um número real qualquer, não nulo. 


13.5) Resolva a equação x) — 7x? + 17x — 15 = 0, sabendo que uma de suas raízes é o número 
2+i. 
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Solução 
Seja P(x) = x) — 7x? + 17x — 15. Como os coeficientes são todos reais e o número 
2 + ié raiz, concluímos que o número 2 — i também é raiz. Portanto, podemos escrever: 
PO) =k-C+)k-C- DA 


Para obtermos A(x), podemos fazer uma divisão por x — (2 + i) e, em seguida, outra por 
x—-(Q-j: 


A) =x—3 


A(x) =0 <> x—-3=00x=3 


Assim, o conjunto-solução da equação dada é: 
S=(3;2+i;2-i) 


No entanto, poderiamos ter obtido A(x) de outro modo. De acordo com o que vimos 
no item 13.3, temos: 


k-C+k-Q- =x -M0xX+(2+1)=x-4 +45 
Substituindo em (1): 
P(x) = (x? — 4x + 5) + A(x) 
Portanto, podemos obter A(x) dividindo P(x) por x? — 4x + 5, utilizando o método 


da chave: 


x —- Mk +17%xX- 15 |x2—- 4 +45 


— x) + 4x2 — 5x x—3 
— 3x? + 12x — 15 
3x? — 12x + 15 A(x) 3 
0 


No capítulo 14 resolveremos este exercício de outro modo (exercício 14.5). 


13.6) Determine as raizes do polinômio P(x) = xº — x? + 18x? — 18x2 + 8lx — 81, sabendo que 
o número 3i é raiz dupla. 


Solução 
Os coeficientes de P(x) são reais. Portanto, se 3i é raiz dupla, — 3i também o é. Logo: 
Pl) = (x — 3)2(x + 32 - A(O) 
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Para obtermos A(x), fazemos duas divisões sucessivas por x — 3i e duas divisões por 
x+3i: 


3i | =1 is —18 81 —8l 


A(x) =x— 1 


Como a raiz de A(x) é o número 1, concluímos que as raizes de P(x) são: 3i (dupla), 
—3i (dupla) e 1 (simples). 
Este exercício será resolvido de outro modo no capítulo 14 (exercício 14.6). 


13.7) Determine o número real m de modo que o polinômio P(x) = 5x? + 2x? — llx + m admita 
uma raiz imaginária de módulo igual a 1. 


Solução 


Seja z=a+bia raiz imaginária mencionada. Já que |z| = 1, temos a? + b? = 1. 
Como os coeficientes de P(x) são reais, Z também é raiz de P(x); assim, concluímos que P(x) 
é divisível por (x — z) (x — Z). Mas, de acordo com o que vimos no item 13.3, temos: 


(x«- (x —Z)=[x- (a+billx— (a— b))=x? É 2ayx +(22 +b)=x+kx+1 
“yr” mms tema 


y 1 A(x) 
k 
onde kclR. As raízes de A(x) são ambas imaginárias e, portanto, seu discriminante deve ser 
negativo: 
V=k —-4<0' 
Assim: 
P(x) = A(x) « Q(x) 
Façamos a divisão de P(x) por A(x): 
5xº* + 2x? —lix + m x +kx+41 
— 5xº — Skx? —Sx 5x + (2 — 5k) 
EEE SE E 7 SE PL PAO E DR 
(2 — 5k)x? -I6x + m Q(x) 


-(Q-Skx — (Qk— Skx — (2 — Sk) 
(5k2 — 2k — 16)x + (5k — 2 + Mm) 


Como o resto dessa divisão deve ser identicamente nulo, obtemos o sistema: 


sk —- 2k—- 16=0 AD 
Sk-2+m=0 (1) 
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8 
Da equação (I) tiramos k = 2 ou k = — E 


Antes de substituirmos na equação (II), devemos verificar se esses valores de k satisfazem 
a condição A < 0: 


k=2=>A=k -4=22-4=0 (não satisfaz) 


8 8Y 36 
k=—-— > A=k? (5) — 4 = — — (satisfaz) 
5 5 25 
8 
Substituindo k = — E na equação (Il), tiramos m = 10. Portanto, a resposta do pro- 
blema é: 


No entanto, se quisermos, poderemos obter as raizes de P(x). Temos: 


“dae k==D 
a2+b? = 
E 3 
Deste sistema, obtemos a = eb=+ EE Portanto 


Para obtermos a raiz real, o meio mais rápido é achar a raiz do quociente Q(x). 
Q(x) =5x +(2—5k) =5x+4 10 
Q(x) =0< x=-—-2 


' a Seia aÃ É | 3. 
As raízes de P(x) são, então: — + 1, ade —2 
& RAR 5 


a 


13.8) Determine o número real m de modo que o polinômio P(x) = 5xº + 2x2 — Ilx + m admita 
uma raiz de módulo 1. 


Solução. 


Neste caso, o enunciado não esclarece se .a raiz de módulo 1 é real ou imaginária. Temos, 
então, duas possibilidades: 


1.º possibilidade: a raiz é imaginária. 

Neste caso, temos um problema idêntico ao anterior e a resposta é m = 10. 
2." possibilidade: a raiz é real. 

Neste caso, a raiz real de módulo 1 pode ser 1 ou —1. 


o =0<SIP+2M-D)+m=0m=4 
P(-D=05S1P+2-D-iW(-D+m=0<m=-s 


A resposta do exercício é, então, m = l)oum-=-4oum=-S$ 
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13.9) Mostre que o polinômio P(x) =x? — x? + 3x — 7 tem apenas uma raiz real. 
Solução 


Os coeficientes do polinômio são todos reais e o grau do polinômio é impar. Dai con- 
cluímos que P(x) tem pelo menos uma raiz real. Seja k essa raiz real. 


PO) = (x — k)- A(O) 


Vamos dividir P(x) por x — k para obtermos A(x): 


l (k — 1) (k — k +3) (k —k2 +3k — 7) 


AG) =x2+(k— Dx + (k —k+3) 
O discriminante de A(x) é: 
A=k-12-4k -k+3)=—-3k +2k- | 
O discriminante da expressão —3k? + 2k — 11 é: 
A'=22 -4(—-3)(—1l)=4— 132 = 128 


Como A' < 0 eo coeficiente de k? é negativo (— 3), concluímos que a expressão — 3k? + 


+ 2k — 11 será negativa para qualquer k e IR; assim, temos que A(x) não tem raizes reais. 
Portanto, P(x) tem apenas uma raiz real (que é o número k). 


Exercícios Propostos 


13.10) Consideremos um polinômio P(x) de grau n > O que admite as raizes 3,4 e 2 — 6i. 
a) Supondo que os coeficientes de P(x) sejam reais, qual o menor grau possível para esse poli- 
nômio? 
b) Supondo que os coeficientes de P(x) sejam complexos, qual o menor grau possível para 
esse polinômio? 


13.11) Um polinômio de coeficientes reais e não identicamente nulo tem o número 6 como raiz dupla, 
o número 8 como raiz tripla e o número 7 + Si como-raiz de multiplicidade 4. Qual o menor 
grau possível para esse polinômio? 


13.12) Consideremos um polinômio P(x) degrau n > 0 e de coeficientes reais. Dê o valor verdadeiro 
ou falso para cada uma das sentenças abaixo: 


a) Se n for ímpar, P(x) tem pelo menos uma raiz real. 

b) Se n for ímpar, o número de raízes reais de P(x) também é ímpar. 

c) Se n for par, P(x) tem pelo menos 2 raízes reais. 

d) Se n for par, pode acontecer que todas as raízes de P(x) sejam imaginárias. 
e) Se n for impar, pode acontecer que todas as raizes de P(x) sejam imaginárias. 
f) Se n for par, o número de raízes reais também é par. 


13.13) Sabe-se que os números 7, —9 e 2 + 3i são raízes de um polinômio P(x) de grau 17 e de coefi- 
cientes reais. Dê o valor verdadeiro ou falso para cada sentença a seguir: 


a) P(x) tem pelo menos 3 raizes reais. 

b) P(x) pode ter até 16 raizes reais. 

c) P(x) pode ter até 15 raízes imaginárias. 

d) P(x) pode ter no máximo 14 raízes imaginárias. 
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13.14) Dê o polinômio P(x) de coeficientes reais, de menor grau possível, que satisfaz simultanea- 
mente as duas condições a seguir: 


1.2) os números i, 2 — ie 3 são raizes; 
2.º) o termo independente é igual a 30. 


13.15) Dê o polinômio A(x) de coeficientes reais, de menor grau possível, que satisfaz simultanea- 
mente as condições: 


1.º) 2i é raiz dupla; 

2) 1 + (Si é raiz simples; 

3.º) O é raiz tripla; 

4.º) o coeficiente de xº é igual a 32. 


13.16) Resolva a equação x* — 9x? + 24x? — 6x — 40 = 0, sabendo que uma de suas raízes é 3 + i. 


13.17) Resolva a equação xº -- 3xº — 18x? + 12x? = 30x? — 18xº — 20x2, sabendo que uma de 
suas raizes é o número 4i. 


13.18) Resolva a equação xº — xº — 2x? — 3x2 —- x — 2 = 0, sabendo que i é raiz dupla. 


13.19) Resolva a equação xº — 4x* — 3x) — 6x? + ax + b =0, sabendo que os números 1 e 2i 
são raizes. 


13.20) Resolva a equação x? — 2xº + 7x5 — 14x* + 8x) — 16x? + ax + b=0, sabendo que o 
número | é raiz simples e o número 2i é raiz dupla. 


13.21) Sabe-se que o número 5 + 7i é raiz de um polinômio P(x), não identicamente nulo, cujos coefi- 
cientes são complexos. Podemos garantir que o número 5 — 7i também é raiz de P(x)? 


13.22) Sabe-se que o polinômio A(x) = 5x? + 27x? + 46x + m, onde m clR, admite uma raiz imagi- 
nária de módulo igual a 2. Determine: 


a) o valor de m; 
b) as raizes de A(x). 


13.23) Determine o número real m de modo que o polinômio A(x) = 5x? + 27x? + 46x + m admita 
uma raiz complexa de módulo igual a 2. 


13.24) Resolva a equação 2xº + 9x? + 4x3 + 54x + 27 = 0, sabendo que ela admite uma raiz dupla 
e que o número | — /2i é raiz simples. 


13.25) Resolva a equação xº — 6x” + 14xº — 22xº + 25x* + 8x? — 60x2:= 0, sabendo que ela 
admite a raiz 2 + i e uma raiz imaginária pura. 
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Capítulo 


Relações de Girard 
JM. 


14.1 — INTRODUÇÃO 


Existem importantes relações entre os coeficientes e as raízes de uma equação 
algébrica, estabelecidas por Girard (Albert Girard, flamengo, 1590-1633). Porém, 
antes de mostrarmos como são essas relações no caso geral, estudaremos alguns 
casos particulares. 


14.2 — EQUAÇÃO DO SEGUNDO GRAU 


Consideremos a equação ax? + bx + c = 0, onde a, be c são complexos, 
com a * 0. Sendo x, e x, suas raízes, temos: 


ax? +bx+c=a(x-x)(x-x)=alxº— (x, +x,)x+x,*x,] 


isto é: 


2 b e 2 
x di ode — (x, +x,)x+x,ex, 


Por identidade de polinômios, obtemos as relações: 


(14.1) 


que são as relações de Girard para a equação do segundo grau. Já as havíamos 
estudado no campo real (veja capítulo 3 do volume | desta coleção); agora, estu- 
daremos estas relações no campo complexo. 
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Exemplo 


: e : : E l 
Seja. a equação 8x? — 10x + 3 = 0, cujas raízes são x, = = ex = to 
Neste caso temos: 

a=8,b=-10 e c=3 


RR a Jipe 1d 
+ = — 
b o ar X, 
a 8 8 4 


14.3 — EQUAÇÃO DO TERCEIRO GRAU 


Consideremos a equação ax) + bx? + cx + d =0, onde a, b, ce d são 
cómplexos, com a £ 0. Sendo x,, x, e x; suas raízes, temos: 


ax* + bx? +ex+d=a(x— x,)(x — x,)(x — x5). 


ou 
b c d 
rx + —-x+—=(x-x)(x-—x,)(x— x) = 
a a a 


XxX -—- (x +x, + x)x+ 
+ (XX, + XX5 + X,X9)X — Xyj * X3X3 


Por identidade de polinômios, obtemos as relações: 


(14.2) 


que são as relações de Girard para a equação do terceiro grau. Observe que na 
primeira relação temos as raizes tomadas uma a uma; na segunda relação temos 
as raizes tomadas duas a duas; na terceira relação temos as três raízes. 
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Exemplos 


a) Consideremos a equação 5x)— 7x? — 9x + (6 + i) = 0, cujas raízes são 
X,, X, € x;- Temos: 


Portanto: 
FREE -7. 7 
X X X — => — —— = —— 
1 2 3 5 5 
. c —9 
XX, + XX + XX; acenda == 
d 6+i 
XXX, =—— = — 
a 5 


b) Sejam a, be c as raízes da equação 7xº + 9x? + 6x + 5 =0. 
As relações de Girard para essa equação são: 


at+b+c=-— 


7 
abracos de= 


is 
7 


14.4 — EQUAÇÃO DO QUARTO GRAU . 
Consideremos a equação de grau 4: 
axt + bx) +cex? +dx+e=0 


cujas raízes são X,, X,, X; € x4. Por um processo semelhante ao usado nos itens 
anteriores, obtemos as relações de Girard para essa equação: 
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Observe que: 


1.º) nã primeira relação, temos as raízes tomadas uma a uma; 
2.º) na segunda relação, temos as combinações das 4 raízes, tomadas duas a 


duas; lembrando que C, > = 6, temos 6 parcelas; 
4,2 à 
3.º) na terceira relação, temos as combinações das 4 raizes, tomadas três a três; 


como C,.; = 4, temos 4 parcelas; 
4.º) na quarta relação, tomamos as 4 raízes. 


Exemplo 
Sejam a, b, ce das raízes da equação 5x* + 6x) + 7x? + 8x +9 =0. 
As relações de Girard para essa equação são: 


at+bres+d=-S 


ab + ac + ad + be + bd fed = 


abe + abd + acd + bed = — — 


abcd = E 
5 


14.5 — CASO GERAL 


Consideremos a equação algébrica: 
ax" +aç x! ta x? +a x +...+aç=o0 


de grau n > 0, cujas raízes são X,, X,, X;,..., Xn. Por um processo semelhante 
ao usado nos três itens anteriores, podemos obter as relações de Girard para 


essa equação: - 
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Observemos que: 


1.º) na primeira relação, temos as raízes tomadas uma a uma; 

2.º) na segunda relação, temos as combinações das n raizes tomadas duas a 
duas; 

3.º) na terceira relação, temos as combinações das n raízes tomadas três a três; 


n.º) na n-ésima relação, temos todas as n raízes. 


Exemplo 


Vamos escrever as relações de Girard para a equação do quinto grau 
ax +bxt+ cx) + dxº+ex+f=0 
cujas raízes SãO X,, X,, X3, X4 E Xs- 


Lx EX + TATA = —— 
a 
2º) XX, ERAS HM MS RS XX + KGÃS E XX + XX + 


c 
+ X4Xs = — 
a 


3º) XXX; + XXX, É XXX + XXX To XXX + XXX + XXX + 


d 
+ X,X3Xç + X,X4ÃXç + XXX = — — 
a 
42 e 
: E) XXoX5X4 + XK5X5X5 + XX2X4ÃXS + X,X9X4X + X,X3X4Xs Es 


a = — —— 
52) XX,X9X4Xs = i 


Observação: As relações de Girard só são úteis na resolução de equações quando 
temos mais alguma informação sobre as raízes. Sozinhas, elas não 
são suficientes para resolver equações. 
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Exercícios Resolvidos 


14.1) Determine as raízes do polinômio P(x) = 9xº — 18x? + llx — 2, sabendo que uma de suas 
raizes é igual à soma das outras duas. 


Solução 
Sendo a, b e c as raizes do polinômio, as relações de Girard ficam: 


—18 


atb4+c=-— =2 I 
- 5 D 
uq 
ppa (1) 
-2 2 
abc = —-— =— NI 
5 a (LT) 


A condição dada no enunciado pode ser traduzida por: 


a=b+c (IV) 


Introduzindo (IV) em (1), obtemos: 


2a =2 
donde: 


2=1 , 
Agora que já temos a raiz a = 1, podemos abandonar as relações de Girard e dividir 
l 2 
P(x) por x — 1, obtendo o polinômio A(x) = 9x? — 9x + 2, cujas raízes são — e —: 


3 
2 


i 
Assim, as raízes de P(x) são: 1, EN e Ed 
14.2) Obtenha a soma e o produto das raízes da equação 6xº + 7x) + 9x2 + 4x + 5 =0. 
Solução 
Observemos que o coeficiente de x* é nulo, isto é, a equação pode ser escrita: 
6x + 0x8 + 3 4 92 4 4x 45 =0 


Sendo x, X,, X3, X4 € X; às raízes da equação, vamos considerar apenas a primeira e a 
última relações de. Girard: 


XM+HX +X EX +X = — =0 


alo 


X1X2X3X4X5 = — 


aju 


14.3) Resolva a equação x) + 8x? + 9x — 18 = 0, sabendo que uma de suas raízes é o dobro de 
outra raiz. : 
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Solução 


Sejam a, be c as raízes. As relações de Girard são: 


| 8 
dr rn (D 
9 
PRiaçÕo Des ea (11) 
— 18 
ab = —-— = 18 (HI) 


1 


A condição dada no enunciado pode ser traduzida por: 
a=2b (IV) 
Tomemos o valor de a da equação (IV) e substituamos nas equações (1) e (II): 


3b+c=-8 (V) 
2b? +3bc =9 (VD 


De (V), tiramos c= —8 — 3b (VID 


Substituindo em (VI), obtemos a equação 7b? + 24b + 9 =0, cujas raízes são b = —3 
eb” =— - Substituindo nas equações (IV) e (VIH), vem: 
6=-3>a=-6Gec=l 
6 => 
peso Serras Bra é SA 
7 9 


A fim de sabermos qual destas duas séries de valores serve, fazemos o teste na equação 
que ainda não foi usada (III) e vemos que apenas a primeira série serve. Assim, o conjunto- 
solução é: 


S=(-3; —6; 1) 


14.4) Resolva a equação x? — 7x? + 15x — 9 = 0, sabendo que admite uma raiz dupla. 
Solução 


Já resolvemos este exercício com o auxílio de derivada (veja exercício 12.2). Agora vamos 
resolvê-lo usando as relações de Girard. Sendo a, be c as raízes da equação, temos: 


—7 
atbs+c=-—— =7 


1 
absacsbo=- 15 


abc= -— =9 
1 
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Já que a equação tem uma raiz dupla, façamos b = a. Substituindo nas três equações 
anteriores, temos: 


2a +c=7 (D 
a? + 2ac = 15 (11) 
aic =9 (III) 


Da equação (1), tiramos: c = 7 — 2a (IV). Substituindo em (II), obtemos a equação: 


3a? — 144 + 15 = 0 


ê Rena. gun osif ns ra 
cujas raízes são a' = 3 ea” = Eu Substituindo em (IV), temos: 


Para sabermos qual destes pares de valores vão servir, fazemos a verificação na equação 
que ainda não foi usada (III) e observamos que serve apenas o para =3ec=1. 
Assim, o conjunto-solução é: 


s 


h 


8; 1) 


onde 3 é a raiz dupla. 


14.5) Resolva a equação x? — 7x2? + 17x — 15 = 0, sabendo que uma de suas raízes é o número 
2+i. 
Solução 


Este exercício já foi resolvido no capítulo 13 (exercício 13.5). Vamos agora resolvê-lo 
de outro modo (bem mais rápido). 

Observemos que os coeficientes da equação são todos reais; portanto, se o número 2 + i 
é raiz, o número 2 — i também o é. Sendo a, b e c as raízes da equação, pela primeira relação 
de Girard, temos: 


—7 
cd ad 


Fazendo a =2 +ieb=2-—i, temos: 
Q+)+AR-D)+Cc=7 


donde: 


Portanto, o conjunto-solução é: 


S=(2+i;2-1;3) 


14.6) Determine as raízes do polinômio P(x) = xº — x* + 18x) — 18x? + 81x — 81, sabendo que 
o número 3i é raiz dupla. 
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Solução 


Este exercício já foi resolvido no capítulo 13 (exercício 13.6). 
Sejam a, be, de e as raízes de P(x). Observando que os coeficientes de P(x) são todos 
reais, concluímos que se 3i é raiz dupla, — 3i também o é. Assim, podemos fazer: 
a=b=3 ec=d=-3 


Mas, pela primeira relação de Girard, temos: 


arbrerdre=-D oi 


isto é: 
3i1+3-3i-3i+e=1 
donde: e= Í 


Portanto, as raízes são 3i, 3 e 1. 


14.7) Dê um polinômio de grau 3, cujas raizes sejam os números 2 (simples) e 4 (dupla). 
Solução 


Observe que este exercício já foi resolvido de outro modo no capítulo 11 (exercício 11.12). 
Já que não houve exigência especial, vamos construir um polinômio em que o coeficiente 
de x) é igual a 1: 


P(x) =xº + ox? + Bx + 7 


Sendo x,, x, e x; as raízes de P(x), as relações de Girard ficam: 


a 
Xp Ft Fins (D 
a a 
XX, + XX + XX; = 1 = (1) 
= = 
X,X2X; = o =) (HI) 


Como 2 é raiz simples e 4 é raiz dupla, podemos fazer: x, = 2,x, = 4€e x; = 4. Substi- 
tuindo em (1), (II) e (III), temos: 


2+4+4= —a 
U4) + U4) + 44) = B 
BDMG = —» 


donde: 


«=-—-10,8=32ey=-—-32 


Assim, P(x) = x? — 10x? + 32x — 32. 


14.8) Sendo a, b, ce d as raízes da equação, 5x! — 7x) + 6x? + 9x + 13 =0, calcule o valor 


ds | 1 1 
da expressão — + — + — + —. 
a b c d 
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Solução 
Vamos tentar calcular o valor da expressão dada, sem sabermos quais são as raizes, usando 
apenas as relações de Girard: 
-7 7 


arbrter+d=-"=— (D 
5 5 


ê ; 
iq O e (II) 


9 
abc + abd + acd + bcd = E (HI) 
abcd ao (IV) 
5 
Temos, então: 

e —9 
1 | 1 1 bed + acd + abd + abc 5 —9 
a b c d abcd 13 13 

5 


14.9) Sendo a, b e c as raízes da equação x* — 4x? + 7x + 3 = 0, calcule os valores de: 


1 ] 
a) — + Ro +— c) a2b? + a?ç? + b?c? 
ab ac bc . 
bal+b2+c? Da+bi+o 
Solução 


As relações de Girard para essa equação são: 


a+b+c=4 
ab +ac+ bc =7 
abc = — 3 
1 1 ct+b+a 4 4 
ap 4— =D =—=-— 
b ac be abc -=3 3 


b) Vamos nos lembrar da identidade: 
(ar+b+c?=a2+b? +c? + 2(ab + ac+ bc) 
Portanto: 
a2+b2 +cl=(a+b+c)? —-2ab+tac+be)=(42 —-27)=16-14=2 
c) Temos: 


(ab + ac + bc)? = (ab)? + (ac)? + (bc)? + 2[(ab) (ac) + (ab) (bc) + (ac) (bc)] = 
= a?b? + a?c? + b2c? + 2abe(a + b + c) 


Portanto: 


ab? + alc? 4 b2ç? =(ab+ac+bc)? — 2(abo)(a + b+c) = 
=(M2-U-3)(49)=49+24=73 
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d) Já que a, be c são raízes da equação x) — 4x? + 7x + 3 = 0, devemos ter: 


a'— 44º +7)fa +3=0 
bB-4b + 7b+3=0 
c—-42+7)%-+3=0 


Somando membro a membro estas três equações, obtemos: 
(a +b+e)-dA +b+c)+Na+rb+)+03+3+3)=0 
mn ad 
2 4 


Daí tiramos: a* + b' + c' = — 29. 


14.10) Sejam x,, Xp, X3,---,Xn às raizes da equação algébrica de grau n (com n > 1): 


ax" +a ax! ta x 2 +..taxta=0 
Calcule o valor de x) + x) +x2 +... + xã. 
Solução 
Vamos partir da identidade: 


(txt ++) = (x+hxi+xi+... + xd) + 2(x,X, + XX +... + Xn-1Xo) (D 


Escrevamos a primeira e a segunda relações de Girard: 


E 
MEntRt.tR=——— (II) 


da- 
RX, XX Doo + Xana = E (LI) 
a 


Introduzindo (II) e (III) em (1), obtemos: 
any dna 
-——) =(grxi++x)+2M— 
as 


donde: 


7 . 
14.11) Sejam a, b, c e d as raizes da equação 3x* + /2xº + (1 + ix? + E — (8 + 3) = 0. Cal- 
cule o valor de a? + b? + c? + d?. 


Solução 
De acordo com o que vimos no exercício anterior, vamos partir da identidade: 


(ar+b+ec+d?=a?+b2 +c2+d?+2(ab+ac+ad + bc + bd + cd) (D 


A primeira e a segunda relações de Girard são: 


2 
pi fadas 


H 
3 (11) 


Rd 
ab +.ac + ad + be + bd + od =—— qm) 
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Introduzindo (11) e (Ill) em (1), obtemos: 


2 ja l+i 
(se catrbrrc rar ro (DDD 


3 


donde: arbscsd="" — a 


14.12) Consideremos a equação 2xº + 7x? + 5x + 3 = 0, cujas raízes são x,, x, e x,. Obtenha um 
polinômio P(x) de raízes a, be e, tais que: a =x,X,, D=X,X,, C=X,Xs. 


Solução 
As relações de Girard para a equação dada são: 


pd dio Dae 


5 
XX, + XX + XX = > 


—3 
X,X,Xs = ER 
Seja P(x) = x? + ax? + 8x + y o polinômio de raízes a, be c. As relações de Girard 


para esse polinômio são: 


atb+c=-a d(D 
ab+ac+bce=8 (II) 
abc = — 3 (HI) 


Mas, de acordo com o enunciado, temos a = x,x,,b =x;X, € Cc =x,X,. Assim: 


5 
atb+c=xx + XX; dg dec 


ab +ac + be =X,X,XX, +XX,X,X + XX3XX, = (MXX)(X +X, + X)= 
o E) A! 
2 3 4 


-32 9 
abc = X,X,X,X5X,X;= (X,X,X5) = E) as: 


ad -5 - 
Substituindo em (1), (Il) e (II), obtemos « = aê Bb = - er= = Portanto: 
24 9 
PQ) =xº-—x2 + —x —- — 
2 4 4 


14.13) Determine as raízes do polinômio. P(x) = x? + x? — 5x — 125, sabendo que elas têm o mesmo 
módulo. 
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Solução 
Sendo a, be c as raizes de P(x), vamos escrever a terceira relação de Girard: 


abc = -—. 125 


A condição dada no enunciado é: |a/=|b|=[|cl 
Temos, então: 
abe = 125 — [abe/=125 = ja). |b|-|e)=125 =» jap = 125 > ja/= YT5 =5 


Observando que P(x) é de grau impar e possui todos os coeficientes reais, concluímos 
que pelo menos uma das raízes é real; supondo que a seja a raiz real, temos: 


jaj=5>a=+5 


Podemos verificar que P(—5) = 0 e P(5) = 0; portanto, temos a = 5. 
Dividindo P(x) por x — 5, obtemos o polinômio A(x) = x? + 6x + 25, cujas raizes são 
—-3+4e — 3-4. Assim, as raizes de P(x) são: 5, —3 + 4 e — 3 — 4i. 


14.14) Determine as raízes do polinômio P(x) = 2x) — 15x? + 37x — 30, sabendo que elas formam 
uma progressão aritmética. 
Solução 


Sendo a, be c as raízes de P(x), vamos escrever apenas as duas primeiras relações de Girard: 


-—I5 15 
atbsc=-——=— 
3 z (1) 
37 
abAtrse A pes (1) 


A partir daqui, podemos encaminhar a resolução de vários modos. 


1.º modo 


Supondo que a, b e c formem, nesta ordem, uma PA, podemos usar a representação 
(veja capítulo 4 do volume 2 desta coleção): 


a=b-rec=b+r 


onde r é a razão da PA. Substituindo em (I) e (II), obtemos: 


b-n+b+b+n-5 (IH) 

37 
(b-o)b+(b-n(b+n)+b(b+r= E (IV) 

Da equação (III), tiramos b = —. Substituindo em (IV): 
GG dry: 
=-rt>)+[—>=r](t>D+r]|+>|>+1)=— 
2 2 4 2 212 2 
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Efetuando as multiplicações, chegamos à equação 41? = 1 


> 


donde: 1 
[= + — 
2 
degrees d = 
| 2 2 
Para r air temos , i 
c=brtr=—+—=3 
2 2 
5 | 
a=bor=o (Sos 
1 2 2 
Para r = — —., temos: 
2 5 1 
c=brr=——-— =2 
2 2 
l a E 
Em resumo, tanto para r ne como para r = a as raízes são: = 2e3. 
2.º modo 


: 5 
Podemos começar como no 1.º modo e ir até o ponto em que obtemos b nf A 


5 
partir daí, abandonamos as relações de Girard e fazemos a divisão de P(x) por x — 


obtendo A(x) = 2x? — 10x + 12, cujas raízes são 2 e 3. 


3.º modo 
Um outro modo de indicar que a, b e c formam uma PA (nessa ordem) é colocar 


a+c=2b. 
Substituindo na relação (I) temos: 


donde:. b= Ea 
2 


A partir daí procedemos como no 2.º modo. 


14.15) Obtenha as raízes do polinômio P(x) =x? — 7x? + 14x — 8, sabendo que elas são reais e 
formam uma progressão geométrica. 


Solução 
Sejam'a, be cas raízes; as relações de Girard ficam: 


-7 
ae pb St 


: 14 
Papeis a (1) 
—8 


abc = — E =8 (HI) 
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1.º modo 


Supondo que a, b e c formem, nessa ordem, uma PG, temos (veja capítulo 6 do volume 2 


desta coleção): e av) 
ac = 


Introduzindo (IV) em (III), obtemos b? = 8. 
Em princípio, deveriamos agora extrair todas as raizes cúbicas do número 8; mas, como 
o enunciado do exercício diz que as raízes do polinômio são reais, ficaremos apenas com a raiz 


cúbica real de 8: 
3J=8eb=Y8=2 


Dividindo P(x) por x — 2, obtemos o polinômio A(x) = x? — 5x + 4, cujas raizes são 
le 4. Assim, as raízes de P(x) são: 1, 4 e 2. 


2.º modo 


Suponhamos que não soubéssemos que as raízes do polinômio são todas reais. Então, 
para evitar o problema surgido com as raizes cúbicas do número 8, introduzimos (IV) em (II), 
obtendo: 
ab + b? + bc = 14 


isto é, b(a+b+c)=14 
Nei pre 
7 
donde: 
b=2 


Daí em diante, procederiamos como no 1.º modo. 
3.º modo 


Uma outra maneira de indicar que a, b e c formam uma PG (nessa ordem) é usar a repre- 
sentação: 


a = e c=bq 
q 
onde q é a razão da PG. Substituindo em (III), obtemos: 
b 
=) =8 
( q Je ) (ba) 
donde: 


b=2 


Dai em diante, fazemos como no 1.º modo. 


14.16) Obtenha as raízes do polinômio P(x) = 2xº — llx? + 18x — 9, sabendo que elas formam 


uma progressão harmônica. 
Solução 


Sendo a, be c as raizes de P(x), as relações de Girard são: 


artb4c=—-— =— I 
Z 3 (1 
18 
Ab ao Does (1) 
-9 9 . 
abr = —— = — (HI 
2 2 o 
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Supondo que a, b e c formem, nessa ordem, uma PH, temos (veja capítulo 5 do volume 
2 desta coleção): 


Zac 


“ate 


donde: 
ab + bc = 2ac (IV) 


Introduzindo (IV) em (Il), obtemos 3ac = 9, 


isto é: 
ac =3 (V) 


9 
Introduzindo (V) em (III), obtemos 3b Mira 


donde: 3 
b=— 
2 
Gi e 3 EE Es : ; 
Dividindo P(x) por x — 2º obtemos o polinômio A(x) = 2x? — 8x + 6, cujas raízes 
: ; ; PE 
são l e 3. Assim, as raízes de P(x) são: CR les. 


14.17) Determine as raízes do polinômio P(x) = x* — 8x? + 14x? + 8x — i5, sabendo que elas for- 
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mam uma progressão aritmética. 
Solução 


Sendo a, b, c e d as raízes de P(x), vamos escrever apenas as duas primeiras relações de 
Girard: 


—8 


a+b+c+d=-— =8 (D) 


I4 
PRE ADE DA rd (11) 


Uma maneira de indicar que a, b, c e d formam uma PA, nessa ordem, é fazer as substi- 
tuições: 


a b c d 
E) l l b 
(y — 3k) (y—X) (Gy +k) (y + 3k) 


Introduzindo em (I) e (II), obtemos, após as simplificações: 


4=8 (LH) 
6y2 — 10k? = 14 (LV) 


De (III), tiramos y = 2; substituindo em (IV), obtemos k = + |. Assim: 


Lc 
y=2ek=-|>a=5,b=3,c 


> 


RAR 1,b 


Tanto num caso como no outro as raízes de P(x) são —1,1,3€ 5. 


14.18) Determine as raízes do polinômio P(x) = x? — 3x? — 7x? + 27x — 18, sabendo que duas 
delas são simétricas. 


Solução 


Sendo a, b, ce d as raízes de P(x), vamos escrever apenas a primeira e a terceira relações 
de Girard: 


at+b+c+d=3 (D 
abc + abd + acd + bed = —27 (11) 


Supondo que as raizes simétricas sejam a e b, temos: 
a+b=0 (LT) 
Substituindo (III) em (1), obtemos: 
c+d=3 (IV) 
A relação (Il) pode ser transformada em: 
ab(c+ d)+cd(a+b) = —27 
(o ui 
3 0 
donde: abs=5=9 (v) 


Consideremos agora o sistema formado pelas equações (V) e (LJ): 


a+b=0 
ab = —9 
Resolvendo este sistema, obtemos a = 3 eb = —3 (ouentãoa = -3eb=3,0 que 


dá no mesmo). Agora que já obtivemos as raízes 3 e —3, podemos fazer a divisão de P(x) por 
(x — 3) (x + 3), obtendo o polinômio A(x) = x? — 3x + 2, cujas raízes são 1 e 2. Portanto, 
as raizes de P(x) são: 3, —-3, 1 e 2. 


14.19) Determine as raízes do polinômio P(x) = 2x* — 7x) — 5x? + 28x — 12, sabendo que duas 
delas são reciprocas (isto é, uma delas é o inverso da outra). 


Solução 


Sendo a, b, c e d as raízes de P(x), vamos escrever apenas a primeira, a terceira e a quarta 
relações de Girard: 


7 

Ee di, (1 
28 

aba poabdr A dedico ed (11) 

abed 2. E (1) 


Sendo a e b as raízes recíprocas, temos: 


ab=1 (LV) 
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Substituindo (IV) em (III), obtemos: 
cd = —6 (V) 
A relação (Il) pode ser transformada em: 
ab(c+d)+ cd(a + b)= —14 
mas nad 
| —6 
isto é, c+)-6a+b)=-14 (VD 


Da relação (I), tiramos: 
7 
Bo das) (VII 
Substituindo (VII) em (Vl), temos 
7 
qo le+b-6(a+b)=-I14 


donde: ? 5 
es a+b o (VIII) 


Consideremos agora o sistema formado pelas equações (VIII) e (IV): 


Resolvendo este sistema, obtemos a =2 eb = 5 (ou a = Ea eb=2,o que dá no 


mesmo). Daqui por diante, podemos completar o problema de dois modos. 


1.º modo 1 1 
Como já temos as raízes 2 é 2 podemos dividir P(x) por (x — 2) (x -— +). obtendo 


o polinômio A(x) =x? — x — 6, cujas raízes são —2 e 3. Assim, as raízes de P(x) são: 


I 
2—, —-2€e3. 
2 


2.º modo 
Podemos substituir (VIII) em (VII), obtendo: 
c+d=1 (1X) 
Consideramos em seguida o sistema formado pelas equações (IX) e (V): 
E +d=1 
cd = —6 


cuja solução é c= —2ed=3(ouc=3ed=-—2,o que dá no mesmo). 


14.20) Consideremos um número complexo z + O e um número natural n > 1. Sejam X,,X,,-..,Xn 
as raizes n-ésimas do número z. Mostre que: 


X+x +... +x,=0 


Solução 
As raízes n-ésimas do número z são as raízes da equação 
a qual é equivalente a: 


+00 x I+.-z=0 (D 


Mas, de acordo com a primeira relação de Girard, temos: 


Ria Lg SR 


14.21) Seja n um número natural qualquer tal que n > 1. Mostre que: 


2x 4 2(n— 1)a 
cos— + cos— +... +cos——— = — 1 

n n n 

2x 4n 2(n—- Dz 
sen—— + sen-— +... +sen————— =0 

n n n 


Solução 


Sejam w,,W,,0,,-.., W-, as raizes n-ésimas do número 1. De acordo com o exercício 


anterior, temos: 


voto to +... +o,=0 (D 


Porém: 


2n e m 
cos-— + isen — 


q, = 
n n 
4n y 47 
O = cos —— + isen — 
n n 
2(n—- Dr 2(n— la 
EEE o O DR 


n n 
Substituindo em (1) e separando as partes real c imaginária, temos: 


| 2 4x dem | 
l+cos— +cos-— +... + cos" | 4 
n n n 
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Para que esta igualdade seja verdadeira, devemos ter: 


2n 4x 2(n— la 
lI+cos— + cos— +... + cos——— = 0 
n n n 
2n 4x 2n— Ia 
sen— +sen— +... +sen————— = 0 
n n n 


o que nos leva à tese. 

14.22) As raizes do polinômio P(x) = x? — (5 + /5)x? +(6+5 /5)x — 6/5 são medidas dos 
lados de um triângulo retângulo. Determine essas raízes. 
Solução 


As raizes a, be e do polinômio P(x) devem ser números reais positivos. Supondo a > b >, 
pelo teorema de Pitágoras, devemos ter: 


a2=b2 +c? 
Vamos escrever apenas a primeira e a segunda relações de Girard: 


RS 


ab +ac+be=6 +55 
Temos, então: 


artb+c=5+/5=>(a+b+e?=(5+/5)2 >a2+b2 +c? + 
45 P=(5 +45) 
a 


+2(ab+ac+bco)=25+10/5+5=222=18=a=3 
mms 


6+5/5 


3 
Obtida a raiz 3, dividimos P(x) por x — 3, obtendo E] 
o polinômio A(x) = x? — (2 + v5x +2 v5, cujas raízes 
são J3 e 2. Assim, as raizes de P(x) são 3, 5 e 2 
5 


14.23) As raizes do polinômio P(x) = x? — 14x? + 63x — 90, são medidas dos lados de um triân- 
gulo. Calcule a área desse triângulo. 
Solução 
Sendo a, b e c as raizes de P(x), vamos escrever apenas a primeira relação de Girard: 
a+b+c=14 
Seja p o semiperimetro do triângulo: 


car+b+c 14 


—=7 
2 2 
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De acordo com a fórmula de Herão (veja volume 5 desta coleção), a área S do triângulo 
é dada por: 


s=/Pp-JP-DP-S 


Mas, observando que P(x) = (x — a) (x — b) (x — c), concluímos que: 


(p—a) (p—b) (p—c) = P(p) = P(7) =:7º — 1407)? + 6307) — 90 = 8 
Substituindo em (I), obtemos: 


s=V/D0=V56=2/14 


14.24) Escreva uma igualdade ligando os coeficientes da equação x) + kx + m = 0 (onde m x 0), 
de modo que uma das raízes da equação seja igual à soma dos inversos das outras duas. 


Solução 


Sendo a, be c as raízes da equação, a condição do enunciado é: 


a = ide (1) 
c 


! 
b 
Vamos escrever a primeira e a terceira relações de Girard: 


Roo 1) 


abc = —- m (LH) 
De (Il), tiramos: b+c= abc (1V) 
De (Il), tiramos: b+c=-—a (V) 
De (IV) e (V), vem: abc= —a (VI) 


Substituindo (V1) em (LIl), temos a = m, isto é, uma das raízes da equação x*+kx +m =0 
é o número m. Portanto: 


m' +km+m =0 
Mas, como m £ 0, temos: m? +k + 1 =0. 


14.25) Escreva uma igualdade ligando os coeficientes da equação x) + kx? + mx + t = 0, sabendo 
que as raízes dessa equação estão em progressão geométrica. 


Solução 


Sendo a, be c as raízes da equação, suponhamos que elas formem uma progressão geomé- 
trica, nessa ordem: 


b? = ac (1) 
As relações de Girard são: 
a+b+c=—-k (ID) 
ab +ac+bc=m (LI) 
abc =—t (1V) 
Substituindo (1) em (IV), vem: b? = —t (V) 
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Substituindo (1) em (II), temos: 
ab+b2 +bc=m 
isto é, b(a + b+ c) = m, donde bk = — m, ou ainda, b3k? = — mº (VD 
Sam 
—k 
Substituindo (V) em (VI), obtemos tk? = mº. 


14.26) Escreva uma igualdade envolvendo os coeficientes da equação x* + kx? + mx +t=0,sa- 
bendo que as raizes da equação formam uma progressão aritmética. 


Solução 


Sendo a, b e c as raizes da equação, suponhamos que elas formem uma progressão aritmé- 
tica, nessa ordem: 


2b=a+c (D 
A primeira relação de Girard é: 
a+b+c=-k (Il) 
; k j , ; 
Substituindo (1) em (II), obtemos b = — Eu Assim, concluímos que uma das raízes 


, —k 
da equação x? + kx? + mx +'t = 0 é o número a e, portanto: 


3 2 da 
(+) +e(SE) em( SS t=0 
3 3 3 
donde: 2k' — 9mk + 27t =0 


Exercícios Propostos 


14.27) Determine o conjunto-solução de cada equação a seguir, utilizando a condição dada: 


ax - 6 +(2+ix-(94+3)=0 

Uma das raízes é igual à soma das outras duas. 
b) 3x) — 2x2 —- 12x 4+8=0 . 

Uma das raizes é o triplo da outra raiz. 
c)xº'—- 4x? —- 3x +18=0 

Há uma raiz dupla. 
d)x' — 14x? + 69x — 116 =0 

Uma das raízes é 5 + 2i. 
e) 2x + 3 + 16x + 24x2 4 32x + 48 =0 

O número 2i é raiz dupla. 
Dx'+3x — 16x — 48 =0 

Há duas raizes simétricas. 
g) 6x = 23x + 16x —-3=0 

Há duas raízes recíprocas (uma é o inverso da outra). 
h) 2x — 5x2 -2X+5=0 

A soma de duas raízes é igual a õ 


DX +x- 14x 24=0 
A diferença de duas de suas raízes é iguala 6. 


200 


) 2x* + 25x) + 108x2 + 176x + 64 = 0 
Há uma raiz tripla. 
k) 2xº — 19x? + 45x — 18 =0 
Uma das raízes é igual ao produto das outras duas. 
Dx'— 12x? + 20x +96 =0 
4 
A razão entre duas de suas raízes é igual a EEtá 


14.28) Uma das raízes da equação 2x* — 9x? + x + k = é igual à soma das outras duas. 


a) Determine o valor de k. ? 
b) Dê o conjunto-solução da equação. 


l 
14.29) Dê uma equação de grau 3, cujas raízes sejam Ei 2el+i. 


14.30) Dê uma equação de grau 3, cujas raízes sejam 5 (dupla) e 2 — i (simples). 


14.31) Dê uma equação de grau 4, cujas raízes sejam 3 (dupla), 2 (simples) e —1 (simples). 


14.32) Determine o valor de k na equação 3x? — 7x + (k + 2) = 0, de modo que uma das raízes 


seja o sêxtuplo da outra. 


14.33) Determine o valor de k na equação 5x? — 12x + 6k + 2 
recíprocas. 


14.34) Sejam a e b as raizes da equação 3x? + 4x + 5 = 0. 
Calcule os valores de: 


1 l 


y— + — d) a* + bt 
a b 

b)a? + b? Ja +b 
1 l 

E Aero 


= 0, de modo que suas raizes sejam 


(Sugestão: para os exercícios b e e, use as identidades: (a + b)? = a? + 2ab + b?, 


(a + b)) =a? + 3a2b + 3ab? + b?.) 


14.35) Calcule a soma dos quadrados das raizes da equação 3x2 + (5 — i)x+(2-3i) =0. 


14.36) Determine o valor de k, de modo que a soma dos quadrados das raízes da equação 


7 
2x? —- 5x +k =0 seja igual ao 


14.37) Sejam a, be c as raízes da equação 4x? — 3x2 + 2x +8 


= 0. Calcule os valores de: 


1 | l 1 l | 
a—+— +— )—+t— +— 
a b c a? b? q? 
ba? +b2+c2 Dat+b'+ct 
c) a2b? + a?ç? 4 b2ç? ga! +b'+c3 
] ] 1 
)—+— + — jp e 
ab ac be bc ac ab 


14.38) Calcule a soma dos quadrados das raízes da equação 4xº + xº +(3+i)x” + (6 — ix? + 


+4x—-1=0. 
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14.39) Sejam a,becas raízes da equação 2xº) + 3x? + 4x + 6=0. 


Em cada caso a seguir, dê um polinômio P(x), de raízes x,, X, € x, satisfazendo a condição 


dada: 

) b b ) | l 1 

ax =ab;x,=ac; x, =bc )x=—;xe—;x =— 
1 2 3 1 m A b a - 

bx -a-—x=b-—; x, =c—-—-— 

) 1 be 2 e 3 ab 


14.40) Sejam a e b as raizes da equação x? + 2x + 3 =0. 
Dê um polinômio de raízes x, e x,, tais que x, = a? +b2 ex, = a? + b3. 


14.41) Sejam a, b e c números complexos distintos, tais que: 


a +7]fa+13=0 
b'+7b+13=0 
c +77 +13=0 


Calcule o valor dea + b+c. 


14.42) Consideremos a equação x) + kx+m =0, onde k e m são reais e m £ 0. Mostre que, se todas 
as raízes da equação são reais, então k < 0. 


14.43) Determine as raizes da equação 5x? — 2x2? — 4x + 40 = 0, sabendo que elas têm o mesmo 
módulo. 


14.44) Resolva. cada uma das equações a seguir, utilizando a condição dada: 


a)xº—- 3x? — 13x + 15 =0 

As raízes estão em progressão aritmética. 
b) 2xº — 21x? + 42x — 16 =0 

As raízes estão em progressão geométrica. 
c) x) —- 9x2 + llx+ 21 =0 

As raízes estão em progressão aritmética. 
d)x)+7)%x + 14x 4+8=0 

As raizes estão em progressão geométrica. 
e) 3x] — 4x? — 48x + 64 =0 

As raizes estão em progressão harmônica. 
f) x! — 12x) + 14x2 + 132x — 135 = 0 

As raízes estão em progressão aritmética. 


14.45) Determine o valor de k de modo que as raizes da equação x? + 6x? + kx — 24 = 0 formem 
uma progressão aritmética. 


14.46) Resolva a equação x! — 6x3 + 6x? + 24x — 40 = 0, sabendo que há duas raízes simétricas. 
14.47) Resolva a equação 3x* + 2x) — 28x? — 18x + 9 = 0, sabendo que há duas raízes recíprocas. 


14.48) Resolva a equação 2xº — 13x) + 4x? + 13x — 6 = 0, sabendo que o produto de duas raízes 
é igual a 3. 


14.49) Consideremos a equação 2x* + kx? + mx? + 14x — 8 = 0. Duas de suas raizes têm soma 
igual a 1 e as outras duas têm produto igual a 2. 


a) Dê o conjunto-solução da equação. b) Determine os valores de k e m. 


14.50) As taízes do polinômio P(x) =x) - (7 + /7)x + (12+7,/7) + 12,/7 são medidas 
dos lados de um triângulo retângulo. Determine essas raízes. 
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14.51) As raizes do polinômio P(x) = x? — 8x? + kx + m são medidas dos lados de um triângulo. 
Obtenha a área desse triângulo em função de k e m. 


14.52) Sendo a, be c as raizes da equação x* — 8x? + 24x — 16 = 0, calcule os valores de: 


x n x a 0 0 

a) log, (a? + b? + c?) b)sen(— + — + — c) 
a b c 2 c 0 
—3 7 b 


14.53) Sejam a, b e c números complexos não nulos, tais quea + b+c=0ecab+ac+bc=0. 
Mostre que [a] = |b| = |c]. 


14.54) Em cada caso a seguir, escreva uma igualdade ligando os coeficientes da equação, utilizando 
a condição dada: 


ax) +kx +mx+t=0 

Uma das raízes é igual à soma das outras duas. 
bx +kx +mx+t=0 

Há duas raízes simétricas. 
cx +kx+m=0 (comk£0emxzx oO) 

Há uma raiz dupla. 
dx +kx +myx+t=0 

As raízes formam uma progressão harmônica. 
xt+k+mx +tx+n=0 

O produto de duas raízes é igual ao produto das outras duas. 
Dx+k+mx +tx+n=0 

A soma de duas raizes é igual à soma das outras duas. 


14.55) Determine os números a, b e e (não nulos), sabendo que eles são raízes da equação 
x)-ax?+bx—-c=0. 


2 27º 
14.56) Sendo w = cos + + isen Pi calcule o valor dev +00? +ou + ot + os + q. 
7 7 


(Sugestão: observe que w é uma das raízes sétimas da unidade; veja exercício 14.20.) 


, 2n ; 21 
14.57) Consideremos o número natural n > 1. Sendo w = cos —— + isen —, calcule os 
n n 


valores de: 


oro ++... + mr b) o" 


z : bia 
14.58) Sêndo w = cos = + isen E calcule os valores de: 
Jotwo + +o!+aws b) of 


2: À 2 
14.59) Consideremos o número natural n > 1. Sendo w = cos ==. + isen, calcule o 
n n 
valor de S: 


S=1+20 +30? + 40º +... + no" 


(Sugestão: calcule S — wS.) 
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Capítulo 


Raízes racionais 


15.1 — TEOREMA DAS RAÍZES RACIONAIS 
Consideremos o polinômio: 
P(x) =açx" +axUI+...+ax+a, 
de grau n > 0, cujos coeficientes são todos inteiros, com a, + 0. Consideremos 
também um número racional — (peZ* e qe Z*), com P e q primos entre si. 
q 


No item seguinte demonstraremos que: 


Observemos que: 


1.º) esse teorema não garante que exista a raiz Es garante apenas que se 


existir, p é divisor de a, e q é divisor de a,; 


2.º) O teorema só vale quando os coeficientes são todos inteiros: 

3.º) ao colocarmos a, * 0, estamos excluindo o caso em que o O, pois 
este é de análise imediata. 

Exemplos 

a) Consideremos o polinômio: 


P(x) =6xº'— 7x! + 9x3 —- x — 15 


E) l 

a, ão 
divisores de a,: + 1; +3; +5:; +15 
divisores de a: +1;+2;+3; +6 
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Se o polinômio admitir uma raiz racional A (com p e q inteiros não nulos, 
q 


Peq primos entre si), p é divisor de a, e q é divisor de a,. Dividindo 
de todos os modos possíveis, um divisor de a, por um divisor de a,, obtemos 
Pp o P 


: e .p 
o conjunto dos possíveis valores da raiz —: 
q 


l l l 3 5 


M=[+1: Pe cl o o pa ap cd Elo  p 15 RE > +5) 


b 


ua 


SD SAS DG ai 
Isto não significa que, obrigatoriamente, um dos elementos de M seja raiz 
de P(x). Significa apenas que se P(x) tem uma raiz racional (não nula), ela 
é obrigatoriamente um elemento de M. 


Seja o polinômio: 
P(x) = 2x* — 7x3 — 17x? + 58x — 24 
! y 
a, ão 


divisores deaç: +tl;+2;+3;+4; +6; +8; +12;:+24 
divisores de a,: + 1; +2 


Seja M o conjunto dos possíveis valores da raiz P : 
q 


M = fe; +2; 43; +4; £6; 48; £12; 424; +—: +51 


Para sabermos se algum elemento de M é raiz de P(x), vamos calculando 
os valores numéricos de P(x) para os diversos elementos de M (obviamente 
começando pelos inteiros). Esse cálculo pode ser feito pelo dispositivo de 
Briot-Ruffini: 


P(1) = 12 
P(— 1) = —90 
PQ) =0 => 2é raiz 


Q0) = 2x) — 3x? — 23x + 12 


As verificações seguintes podem ser feitas no polinômio Q(x). Devemos 
recomeçar essas verificações experimentando novamente o número 2, pois 
ele pode ser uma raiz de multiplicidade m > 1. 
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Q(2) = —30 
Q(—2) = 30 
Q(3) = —30 
Q(—-3) =0 => —3 é raiz 


2x? — 9x + 4 


Resolvendo a equação 2x? — 9x + 4 = 0, obtemos as raízes que faltam: 


l 
4e e Observemos que estas duas raízes são também elementos de M. 


15.2 — DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 


Suponhamos que o número EA (satisfazendo as condições do enunciado 
do teorema) seja raiz do polinômio: 
P(x)=ax"+axUI+...+ax+a 


Devemos ter: 


isto é, 


BD pa ci 
q 


Multiplicando todos os termos por q”, obtemos: 


anp"+a-pViq+...+Ha,pq”! +ag” =0 (1) 


Dividindo por p todos os termos de (I) e passando o último termo para o 
lado direito, temos: 


açg” 


p 


apl +aspoiq+...taqri=-— (EE) 
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O lado esquerdo da igualdade (II) nos dá um número inteiro e, portanto, 

o lado direito também deve ser inteiro. Mas, como p e q são primos entre si, para 
que o número: 

açq 

p 


seja inteiro, a, deve ser divisível por p, isto é, p é divisor de a,. 


Dividindo por q todos os termos da igualdade (1), e passando o primeiro 
termo para o lado direito, temos: 


n 


anpUi+...+a,pq”? + aq”! = — E (HT) 


O lado esquerdo da igualdade (III) nos dá um número inteiro e, portanto, 
o lado direito também deve ser inteiro. Mas, como p e q são primos entre si, para 
que o número: 


anp 
q 


seja inteiro, a, deve ser divisível por q, isto é, q é divisor de a,. 


15.3 — CONSEQUÊNCIAS 


Do teorema anterior, tiramos imediatamente duas consegiiências: 


1.2) Se P(x) admite uma raiz inteira k 4 0, então k deve ser divisor de a,. 
2.º) Suponhamos que a, = 1. Então, se P(x) admitir raízes racionais, estas serão 
necessariamente inteiras. 


Exercícios Resolvidos 


15.1) Determine o conjunto-solução da equação 3xº* — 4xt + x) 4 6x? —- 2x =0. 


Solução 
Neste caso podemos colocar x em evidência: 


3x o 4x! px rox —- 2x =0 0 x(3x!—- 4x3) 4x2 46x —-D) =0 + 
ex=00u3x'—-4w 4+x2+6x—2=0 


Vamos agora tentar determinar as raizes do polinômio P(x) = 3x? — 4x) + x? +-:6x — 2 
usando o teorema 15.1. 


divisores de aq: + 1; 
divisores de ao: + 1; 
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Assim, o conjunto das possíveis raízes racionais de P(x) é: 


I 2 
= : E E e a 
M (euanana ças) 


P(1) =4 


P(-D)=0 = —1 é raiz 


Q(x) =3x) — 7x? + 8x — 2 


Continuaremos as tentativas, agora usando o polinômio Q(x), experimentando nova- 
mente a raiz —1, pois ela pode ser raiz de multiplicidade m > 1. 


l 
d(5)- 0 => E é raiz 


3x? — 6x + 6 


N 


Resolvendo a equação 3x? — 6x + 6 = 0, obtemos as raízes que faltam: | +iel-i. 


Portanto, o conjunto-solução é: 


l 
; s=fo-nuoitsii-i) 
3 


15.2) Decomponha o polinômio A(x) = 3xº — 4x! + x? + 6x? — 2x em fatores do primeiro grau. 


Solução 
O polinômio A(x) coincide com o lado esquerdo da equação dada no exercício anterior. 


Aproveitamos então as raizes que já foram obtidas e temos: 


1 
Ag = 3x8 + (x) «—-1l-D)tka-l+Hi) 


15.3) Determine o conjunto-solução da equação xº? + = — 5Sx—- 12 =0. 
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Solução 


Vamos tentar obter as raízes usando o teorema 15.1. Mas acontece que o coeficiente 
de x? na equação dada não é inteiro. Assim, vamos multiplicar todos os termos por 2, para 
obtermos uma equação equivalente à equação dada, cujos coeficientes são todos inteiros: 


7 
Mint x — 12 = 0 ».228 + 7x? = 10x — 24 =0 


Determinaremos, agora, as raizes do polinômio: 
P(x) = 2x) + 7x? — 10x — 24 


Re deaçitl;+2;+3;+4;+6; +8; +12; +24 
divisores de a,: + 1; +2 


Conjunto das possíveis raízes racionais de P(x): 


< 
] 
pm, 
+ 
+ 
Es 
+ 
Lo 
+ 
> 
H 


| 
6; +8; +12; +24; + —; ++ 
2 


P(2)=0 > 2 é raiz 


2x? + llx + 12 


3 
Resolvendo a equação 2x? + llx + 12 = 0, obtemos as outras raízes: —4e —- —, 


Portanto, o conjunto-solução da equação dada é: 


) = (as —4; -5) 
2 


15.4) Mostre que o número | + 2 é irracional. 


Solução 


Sabemos que os números 1 e / 2 são reais. Sabemos também que a soma de dois números 
reais é ainda um número real. Portanto, o número 1 + 2 é real, resta saber se é racional ou 
irracional. 


Seja x=1+ ade Temos: 


x=1+/2=w=(1+/225x=34+2/7=x2-3=2/7 » 


-(1-YP=0/2P>x'-6W+4+9=8>x-6+1=0 


Esta última equação tem todos os coeficientes inteiros. Aplicando o teorema 15.1, con- 
cluimos que os únicos números racionais que poderiam ser raízes dessa equação são | e —1. 
Assim, concluímos que 1 + A é irracional. 


209 


15.5) Mostre que o número $/7 + s/7 +/7—-5 2 é inteiro. 


Solução 


Seja x = Y7+ S/2. + J7- 5/2. É facil verificar que o número x é real; resta 


mostrar que ele é inteiro. Para facilitar a notação, faremos: 


a=YJ1+5/2 e b=97-5/3 


Lembrando que: 


(a+b) =a3 + 3a2b+ 3ab? + b' =aº + b' + 3ab(a + b) 


temos: 
x=a+b=>x)=(a+b=a'+b'+4+3ab(a+b)=a!+b? + 3abx 
NE = 
x 
Porém: 


a= JT+5/] = a =7+ 5/2 
b=/7-5/2 = b'=7-5/7 
ad= 145/5152 = 0 +5/DO-5/D=JP-6V7P =] 
Assim: 
x =a+b'+3abx=7+5/2+7-5/7+43%-Dx=14-3x 
“isto é: 
x +3%X-—- 14=0 
O conjunto das possíveis raízes inteiras desta última equação é: 
M=[(+1;+2;+7; + 14) 


Fazendo-se as tentativas: 


2 é raiz 


A(x) =x2+2x+7 


O discriminante do polinômio A(x) é: 
A=2-4D)(N)=4-28=-24<0 
e, portanto, as raízes de A(x) são imaginárias. Concluímos, então, que a única raiz real da 
equação: 
x*+3x—- 14=0 


é o número 2. Como o número x é real, concluímos que x = 2. 
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15.6) 


15.7) 


Um número complexo é chamado de número algébrico se ele pode ser raiz de um polinômio 
(não identicamente nulo) de coeficientes inteiros; um número complexo que não seja algébrico 
é chamado de número transcendente. Na realidade, praticamente todos os números com que 
tratamos em Matemática Elementar são algébricos. Todos os números racionais são algébricos; 
alguns números irracionais, como, por exemplo: 


/2,/7,1-42 
são também algébricos. Como exemplo de número transcendente podemos dar o número 7. 
Outro exemplo de número transcendente é o número e, base do sistema de logaritmos nepe- 
rianos (veja capítulo 10 do volume 2 desta coleção). Com base no que acabamos de dizer, mostre 
que os seguintes números são algébricos: 


a 5 +V/2 b3+4i 
Solução 
a) Fazendo x = /5 + 2, temos: 


x=/5+/2=2x=(/5+/22=5+2/5/2+2 > 
sx,=714+2/D=x-7=2/0-(-N=0/10) > 
=> x*- 14x +49=40 >xt-14x224+9=0 


Portanto, /5 + ./2 é uma das raizes da equação x* — 14x? + 9 = 0, a qual tem todos 
os coeficientes inteiros; assim, podemos dizer que o número As. + /2 é algébrico. 


bx=3+2>x-3=2i>(x-3 =) > 
>x-64+9=-4>x)-6x+13=0. 


O número 3 + 2i é uma das raízes da equação x? — 6x + 13 = 0, a qual tem todos os coefi- 
cientes inteiros; portanto, ele é um número algébrico. 


Determine todas as raizes do polinômio P(x) = 2xº — 5x* + 16x? — 23x? + 32x — 12, sa- 
bendo que ele admite uma raiz imaginária pura. 


- Solução 


Note que já resolvemos exercício semelhante a este no capítulo 11 (exercício 11.41). 
Seja ai a raiz imaginária pura procurada (com a EIR*). Devemos ter P(ai) = O: 


2(ai)' — S(ai)* + 16(ai)3 — 23(ai)? + 32(ai) — 12 =0 
Efetuando as operações e separando as partes real e imaginária, obtemos: 
(—5a* + 232? — 12) + (22º — 1623 + 32a)i = 0 


Devemos ter, então: 
—5Sa* + 232? —- 12=0 (D 
2a* — 164º + 322 = 0 (1) 


O conjunto-solução da equação (1) é: 


e o conjunto-solução da equação (II) é: 


S, = (0; 2: =) 
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Os números que satisfazem simultaneamente as equações (1) e (IL) são 2 e —2; portan- 
to, temos a = + 2. Concluímos, então, que o polinômio dado admite duas raízes imaginá- 


rias puras: 2ie —2i. 
Assim, temos: 
Po) =(x-2)(x +27): A(O) = (12 + 4)- A(x) 
IA 


XxX +4 
Dividindo P(x) por x? + 4, obtemos A(x): 

A(xy) =2xº — 5x2 + 8x — 3 
Vamos agora verificar se A(x) admite alguma raiz racional. 


divisores de —3: + 1; +3 
divisores de 2: + 1; +2 


Assim, o conjunto das possíveis raízes racionais de A(x) é: 


3 
l l l 
ALl—)=0 => —é raiz — —4 6 0 
(5) 2 2 ) 
2x? — 4x + 6 


Resolvendo a equação 2x? — 4x + 6 = 0, obtemos as raizes que faltam: | + v2i e 
1 — al, Então, o conjunto de todas as raizes de P(x) é: 


! 
fai =Apçoh + 2i;1 “JH 


Exercícios Propostos 
15.8) Consideremos a equação 6x” — 14xº + kx? — 3x + 4=0, onde ke Z*. Determine: 


a) as possíveis raízes inteiras dessa equação; 
b) as possíveis raízes racionais não inteiras dessa equação. 


15.9) Consideremos o polinômio P(x) = 7x) + kx? — 3x + 6, onde k e Z*. O número + poderia 
ser raiz de P(x)? 
z 2 à A 
15.10) Seja A(x) = 4x)” — 5x2? + kx!º — 7, Sabe-se que o número de de A(x). O número k 


é inteiro? 
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15.11) Resolva as equações: 
a)xt—- 9%34+25x2 — 17x —- 12=0 o x*-3x — 6x2+4+8x=0 


7 4 
b) 4x* — 24x) + 55x? — 52x + 15 =0 d) xº a” Ee 


15.12) Decomponha o polinômio P(x) = x* — 8x? + 13x? + 12x — 10 em fatores do primeiro grau. 
15.13) Mostre que o número Y2+ 1 é irracional. 

15.14) Mostre que o número 26 +15/3 + 26 — 15/3 é inteiro. 

15.15) Mostre que o número 2 + i é algébrico. 


15.16) Resolva a equação xº — 2x* — 5x3 + 14x? + 6x = 20 = 0, sabendo que uma de suas raízes 
é o número 2 + i. ' 


15.17) Resolva a equação x* + 4x? + 13x? + 36x + 36 = 0, sabendo que ela admite uma raiz dupla. 


15.18) Resolva a equação 2xº* — 9x! + 14x? — 13x? + 12x — 4 = 0, Sabendo que ela admite uma 
raiz imaginária pura. 


15.19) Resolva a equação xº — 7x* + 16x? — 12 =0. 
(Sugestão: faça a mudança de variável x? = y.) 
15.20) Resolva a equação xº + 2x) +2x*+2x)+2x?+2x+1=0. 


15.21) Consideremos a equação x" + 2kx — 2 = 0, onde keZ, ne IN e n > 2. Essa equação pode 
ter raízes racionais? - 


15.4 — PROPRIEDADES 


Consideremos um polinômio P(x) não identicamente nulo e de coeficientes 
racionais. Consideremos ainda os números racionais a, b, m e n tais que ./ me 
vn sejam irracionais. Pode-se demonstrar que: 

1º) sea + ./m é raiz de P(x), a — Mm também o é; 
2.º) se vm: + vn é raiz de P(x), os números /m- Vn,= /m+vne 

= um -—./n também são raízes de P(x). 


Assim, por exemplo, se.2 + ./3 é raiz de P(x),2 — v3 também é raiz. = 
5 + «/ Té raiz de P(x), os números 5 — 7, — 5 Es Te — 5 -— 
também serão raízes. 


Exercícios Resolvidos 
15.22) Sabe-se que o número 1 + /2 é raiz do polinômio: 
Pty) =x* —2x)+ 3x — 8x — 4 


Determine as outras raizes. 
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Solução 


Os coeficientes de P(x) são racionais; portanto, se | + 2 é raiz, 1 — 2 também o é. 
Assim: 


Po) =x (+ Dk — VD] AÇO) = (xº — 2x — 1): AG) 
x —-2x-1 
Dividindo P(x) por x? — 2x — 1, obtemos A(x): 
Ay) =x2+4 
Resolvendo a equação x? + 4 = 0, obtemos as raízes que faltam: 2ie —2i. Portanto, 
as raízes de P(x) são: 


1+/31-V/2,2% e —2i 
15.23) Determine todas as raízes do polinômio P(x) = xº — xº + 7x? + 9, sabendo que uma de 


suas raízes é [2 + /3. 


Solução 


Os coeficientes de P(x) são todos racionais; portanto, se 2 + 3 é raiz, os números 


J2-/3,-VZ+V3Fe -VZ-/3 também serão raízes. 
PO) =[x-(/2+/Dk- (2-3) x (6 V2+ VB -(- v2- 3] AQ) = 
x2-2/2x-1 x +2/2-1 
=(x42-2/2x-D(x +2/2x— 1) A(x) = (x* — 10x? + 1)+ Atx) 
Dividindo P(x) por x* — 10x? + 1, obtemos A(x): 
A =x2+1 


As raizes de A(x) são + i. Portanto, as raízes de P(x) são: 


dE Tede TAS VE asi 


Exercícios Propostos 

15.24) Resolva a equação x*- 4% +2x2— 4x + 1 =0, sabendo que uma de suas raizes é O nú- 
mero 2 + 3 R 

15.25) Resolva a equação x* + x! — 14x? — 14x? + 9x + 9 = 0, sabendo que uma de suas raizes 
é o número (2 - V3. 

15.26) Resolva a equação x* — 5x? + 4x? + 10x — 12 = 0, sabendo que uma de suas raizes é O 
número s/a. ; 

15.27) Determine as raízes do polinômio P(x) = x* — 4x? — 4x — 1, sabendo que uma de suas raízes 


é o número /9 + 80. 


(Sugestão: escreva o número /9 + ./80 na forma NA + JS. , onde r e s são racionais — 
veja volume 1 desta coleção, p. 260.) 
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Capítulo 


"16 Equações reciprocas 


16.1 — DEFINIÇÃO 


Uma equação algébrica de grau n > 0 é chamada de equação recíproca 
se, e somente se, for satisfeita a condição: 


Em outras palavras, dada uma equação recíproca, se um número é raiz, 
o seu recíproco também é raiz, com a mesma multiplicidade. É óbvio, então, que 
o número zero nunca é raiz de uma equação recíproca e, portanto, o termo inde- 
pendente da equação recíproca é sempre diferente de zero. 


Exemplos 


l 
a) À equação 2x? — 5x + 2 =0 tem conjunto-solução S = (a +) ; por- 
tanto é uma equação recíproca. 
( = 
b) A equação 3x? — 8ix + 3 = 0 tem conjunto-solução S = E 5 Obser- 


l : gota, , 
vando que 31 = 3" concluímos que a equação é recíproca. 
i 


2.3 
c) À equação 6xº — 19x? + 14x — 1 =0 tem conjunto-solução S = | 3) 5 
Observando. que: 


p ; 2 3 
o reciproco (ou inverso) de E é E: 


o recíproco de 1 é 1 
concluímos que a equação é recíproca. 
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; ly : ; a l 
d) Consideremos a equação (x — 4)º (x = 4) = 0, cujas raizes são 4 e o 


Lo. : o US : . . 
Embora A seja o recíproco de 4, a equação não é recíproca, pois as raizes 


não têm a mesma multiplicidade. 


493 7N3 192 
e) A equação (x = 5) (x — 5) (x + 52 (x + +) (x+1)=0 é recíproca. 


f) A equação (x — 4) (x — 7) = O não é recíproca. 


Devemos resaltar que: 
l 

r=— oe p=lor=+1 
r 


isto é, os únicos números que são iguais aos seus recíprocos são os números 


l , ; 
1 e —1. Portanto, para r& + 1, devemos ter rf —. Daí, concluímos que: 
r 


1.º) se uma equação recíproca não admite a raiz | nem a raiz — 1, ela deve 
ser de grau par; 


2.º) se uma equação recíproca é de grau ímpar, ela deve admitir a raiz | ou 
a raiz —1. 


16.2 — RECONHECIMENTO DE UMA EQUAÇÃO RECÍPROCA 
Consideremos a equação reciproca: 
ax + ax ax? +... rax +raxta=0 (Db 


onde, obviamente, a, + 0 e a, + O. Se x é uma das raízes de (1), — também é raiz. 
x 


Substituindo em (1), temos: 


Ly Ly LAP 14? l 
ant—| + an, |— + aa) ++ a(o) tai) ta0=0 
X x x x x 
Multiplicando todos os termos por x", obtemos: 
antaX+taoxX+...+rax 2? +axo! +açna" =0 
isto é: 


ax +ax ol rax +... tan + ax ta =0" (1 
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As equações (1) e (Il) devem ter as mesmas raízes, com as mesmas multipli- 
cidades; portanto (veja item 11.8) os coeficientes dos termos de mesmo grau 
devem ser proporcionais. Sendo k a constante de proporcionalidade, vem: 


Enade nte caça (II) 


onde: 


ao € an SãO coeficientes dos termos extremos 
a, € an-, são coeficientes de termos eqiiidistantes dos extremos 
a, € àn-, são coeficientes de termos egiidistantes dos extremos 


Deaç=k-agea=k-a vemk=+1. 


Substituindo nas igualdades (III), concluímos que: 


(IV) 


Todos os passos que demos neste item podem ser dados “para trás”, isto é, 
supondo que as condições (IV) são satisfeitas, podemos concluir que a equação 
é reciproca. Assim, podemos dizer que: 


Quando ocorrer k = 1, diremos que a equação recíproca é de primeira 
classe; quando ocorrer k = — 1, diremos que a equação recíproca é de segunda 
lasse 
Ciasse. 
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Exemplos 
A ã as 4 3 DN = jo 
a) Seja a equação 7x 9x* + 6x3 + 6x 9x + 7 = 0, Observe que os coefi 
cientes dos termos eguidistantes dos extremos (e os dos extremos) são iguais. 


Portanto, é uma equação recíproca de primeira classe. 
b) 6xº —- 7x! + 9x) — 9x2 + 7x — 6 =0 
L L— ii] 


Os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos (e os dos extremos) 
são simétricos; portanto, é uma equação reciproca de segunda classe. 

o) sxt+ 6x —- 9x2 + 6x+5=0 
= St 


Os coeficientes dos termos egiiidistantes dos extremos (e os dos extremos) 
são iguais. (Observe que neste caso o termo central é igual a ele mesmo.) 
Trata-se de uma equação recíproca de primeira classe. 

d) A equação 5x! + 6x) — 6x — 5 = 0 pode ser escrita: 


Sxt + 6x3 + 0x2 — 6x — 5 =0 
[ETA 
Neste caso, os coeficientes dos termos egúidistantes dos extremos (e os dos 


extremos) são simétricos e, portanto, a Equação; para ser reciproca, não pode 
ter o termo central. 


e) Consideremos a equação 7x* — 9xº + 2x2 + 9x — 7 = 0. De acordo com 
o que falamos no exemplo anterior, podemos dizer que esta equação não 
é recíproca. 

f) 6x2 — 9x + 6 =0 


Esta equação é recíproca de primeira classe. 
g) A equação 4xº + (2 + Si)x* + 9x? + (2.+ Si)x? + 4 = 0 pode ser escrita: 


4x + 0x A+ SD + + (+ Six? + 0x + 4 =0 


Trata-se dê uma equação recíproca de primeira classe. 
h) A equação 2xº — 7x* + 7x — 2 = 0 pode ser escrita: 


2xº — 7x! + 0x) 4+0x2+ 7x —-2=0 


Trata-se de uma equação reciproca de segunda classe. 


16.3 — RESOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO RECÍPROCA 


Consideremos o polinômio 
PM) =ax” +aXUI+...+ax+a 
tal que a equação: 


P(x) = 0 
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seja recíproca. Suponhamos que os números | e — 1 sejam raízes dessa equação, 
com multiplicidades p e q, respectivamente (eventualmente podemos ter p = 0 
ou q = 0). Admitindo que haja outras raízes, temos: 


PO) = (x — DPe(x + 1). B(x) (D) 
de modo que (de acordo com o que vimos no item 16.1) a equação: 
B(x) = 0 
é reciproca de grau par, que não admite a raiz | nem a raiz —1. Resta saber se 
a equação B(x) = 0 é de 1.º ou 2.º classe. 
Suponhamos que B(x) fosse de 2.º classe. Assim, sendo: 
BO) =bxº + bx +boox"2 +... +bx2+bx+b, 


teriamos: 


B(D=b+b+bo+...+b+b+b=0 

pois, a equação sendo de segunda classe, os coeficientes dos termos eqjiidis- 
tantes dos extremos são simétricos. Mas aí concluiriamos que o número 1 é raiz 
de B(x), o que não pode ser. Então concluímos que a equação B(x) = O deve 
ser recíproca de grau par e 1.º classe. 

Portanto, só precisaremos de um processo especial para resolvermos uma 
equação reciproca de 1.º classe e grau par que não admita a raiz | nem a raiz —1. 
Tal equação será chamada, daqui em diante, de equação recíproca normal. 


Exemplo 
Consideremos a equação reciproca: 


2x — 6x0 + 3x +xtrx) +22 — 6x 4+2=0 


Experimentando os números 1 e — 1, verificamos que 1 é raiz dupla e —1 
é raiz simples. 


l 2 —4 —1 0 l 4 —2 0 
l 2 ez —3 —3 —2 2 0 
RR —4 l —4 2 0 
a ae E) 


BW) =2!-4 +x2-4+2 


A equação B(x) = O é recíproca, de grau par, de 1.º classe e não admite a 
raiz | nem a raiz —l. Portanto, é uma equação reciproca normal. 
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16.4 — RESOLUÇÃO DA EQUAÇÃO RECÍPROCA NORMAL 


Consideremos uma equação recíproca normal de grau n. O artifício usado 


n 
para resolvê-la consiste em dividir todos os termos por x?:e, em seguida, fazer 
a seguinte mudança de variável: 


Para facilitar o nosso trabalho nos exercícios, vamos deixar prontos alguns 
cálculos: 


l 142 l 
Xx+t— = => [x + — = v2 242 — =é V2 
xo ( :) dd = a 


Assim: 


Assim 


De modo análogo, podemos concluir: 


e assim por diante, 
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Exercícios Resolvidos 
16.1) Resolva à equação 6xº + 47x + 138x! + 194xº + 138x? +4x +6=0. 


Solução 


1.º modo 


A equação dada é reciproca, de grau par, porém não sabemos ainda se é normal. Deve- 
mos começar experimentando os números e — 1. Fazendo isso, podemos verificar que o nú- 
mero 1 não é raiz e que o número —1 é raiz dupla. 


Ficamos agora com a equação normal 6x* + 35x? + 62x? + 35x + 6 = 0,a qual tem 


n 
grau n = 4. Vamos dividir todos os têrmos por x?, isto é, por x”, obtendo: 


Ox, 35% 62 35x 6 


E) 
x? x? x? x? x? 
5 6 
isto é: MES QDO 
x x2 
. 1 l 
ou, ainda: 6(x +— +35[x+—] +62 =0 (D 
x x 


A ] l ade 
Fazendo a mudança de variável x+— = y, temos x? + au y? — 2, Substituindo 
x x 


em (1): 
6(y2 -9)+35y+62=0 
donde: 6y2+35y +50 =0 
cujas raizes são y' = — EM ey! =-— Jo. 
2 3 


| 
Como x + — = y, temos as equações: 
x 


I 5 j A 3 ; I 
X+— = — —, cujas raízes são x = —-2ex/=-— e 
x 2 2 
I 1 ada lo datos , I 
X+H— = — —, cujas raízes são x = —3ex/'=-— 

x 3 3 


Assim, o conjunto-solução da equação dada é: 
l l 
Ss -[-1: —2, -—; —3; + 
2 3 
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2.º modo 
Já que os coeficientes da equação são todos inteiros, poderiamos ter tentado o processo 


desenvolvido no capítulo 15, isto é, a pesquisa de raízes racionais. 


16.2) Resolva a equação 12xº — 40xº — 39x* + 170x3 — 39x? — 40x + 12 =0. 


Solução 
1.º modo 


Temos uma equação recíproca, de grau par e 1.º classe. Fazendo a verificação, concluímos 
que le — 1 não são raízes. Vamos então usar o artifício. Como o grau da equação é n = 6, vamos 


n 


dividir todos os termos por x?, isto é, por x*, obtendo: 


12 
“Nx — 40x? — 39x + quests cj 
x 2 x? 
l 1 l 
ou, 2(ix +—|])-4(xX +—|-39|x+—)+ 170 =0 
x? x? x 
(=> Nos ss 
y*—3y y*—2 y 
donde: 
i2y3 — 40y? — 75y + 250 = 0 (1) 


Fazendo a pesquisa das raízes racionais, descobrimos que uma das raizes da equação (1) 
éy' = -. Dividindo o lado esquerdo de (1) por y — = obtemos o polinômio 12y2 — 10y — 100, 
10 5 


em 


cujas raízes são y” = id 


l a 
Lembrando que x + — = y, temos as equações: 
x 


l 5 | 
x+— =—, cujas raízes são x =2 e x'=— 
x 2 2 
] 10 q E a ) 1 
x+— =—, cujas raízes são x =3 e x/=— 
x 3 3 


" 


2.º modo 


Poderíamos ter feito a pesquisa de raízes racionais já na equação dada. 
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16.3) Resolva a equação x* + x) +x2+x+1=0. 


Solução 


Este exercício já foi resolvido no capítulo 11 (exercício 11.38). Vamos agora resolvê-lo de 
outro modo. ú 
A equação dada é recíproca normal. Vamos então dividir todos os termos por x?, obtendo: 


l 1 
Xetx+til+— + —=0 
x 2 


x 
] 1 
ou, xX+—|+|ix+—)+1=0 
x? x 
Re sas 
y*—2 y 
ou ainda: y2+y-—-1=0 


-1+45 —1—-V5 
Esta última equação tem raizes y' = Sao ey =—————— . Obtemos então 


2 2 
as equações: 
Lod+4ÇD o 4/5 +i/l0+2/5 
ES cujas raizes são RES ER po q eo” 
x 


1 -1—-V5 -1-/5 +iV/1l0-2045 
x pos TIE cujas raízes são Pia REA AA 
x 


Comparando a solução dada no capítulo 11 com a solução dada agora, teriamos um novo 
A 
processo (além daquele visto no volume 3 desta coleção) de calcular o seno e o cosseno de = 
16.4) Resolva a equação 6x* — 25x) + 12x? + 25x + 6 =0. 


Solução 


Esta equação não é recíproca, mas podemos resolvê-la usando um artifício semelhante 
ao que usamos no caso da reciproca normal. 
Vamos dividir todos .os termos por x?: 


Ep Sl 
x x? 


s(e+=)-2(t-D)+12-0 (1 
x X 


l 
Fazendo x —- — = y, temos: 
x 


ron raid 1 
isto é: xX+— =y2+2 
x? 
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Substituindo em (1), obtemos: 


6 +)-24W)+12=0 


ou, 6y? — 25y +24 =0 
: ; ão v' 8 Eua 3 
cujas raizes são y' = — Se. 
à E 3 2 
Temos então as equações: 

1 8 . j Mo mr 5 1 

Xx-—-— =—, cujas raízes são x = 3 ex = —-— 

x 3 3 

E O E | 

x—— =—, cujas raizes são x = 2 ex" = —— 

x 2 2 


Assim, o conjunto-solução é: 


Exercícios Propostos 


16.5) Determine os valores de a e b de modo que a equação 5x*+(a—b)xº + (3a —-2b)x? +x—5 =0 
seja reciproca. 


16.6) Determine os valores de a e b de modo que a equação 4x? + ax? + 7x + b = O seja recíproca. 
16.7) Resolva -as equações: 


a) 3x! — 10x) + 6x2 — 10x +3 =0 
b)2xº — 6x7 + 5xº + 6x8 — 14xt + 6x3 + 5x? — 6x + 2 =0 
co) I2xº — 4x8 — 53x! + 53x? + 4x — 12 =0 


d) sx + SK 3x + 3x2 +43 
2 7 


16.8) Dada a equação ax* + 7x) + 5x2 + bx + 9 = 0, determine os valores de a e b de modo que, 
A - pn Ana ' A 1 : : ar 
se um número «x é raiz da equação, o número — — também seja raiz da equação, com a 
x 


mesma multiplicidade. 
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Capítulo 


Raízes comuns 


17.1 — INTRODUÇÃO 


Consideremos dois polinômios: A(x) e B(x). Neste capítulo vamos estabelecer 


um processo que permita obter os números que são ao mesmo tempo raízes de 
A(x) e B(x). 


17.2 — RAÍZES COMUNS E MDC 


Sejam então dois polinômios A(x) e B(x), de graus maiores que zero. Con-. 
forme vimos no capítulo 10, o máximo divisor comum de A(x) e B(x) pode ser 
obtido multiplicando-se os fatores comuns, com os menores expoentes. Mas, 
obviamente, ao pegarmos os fatores comuns, estamos pegando os fatores que 
trazem as raízes comuns. Daí temos a propriedade: 


Exercícios Resolvidos 


17.1) Obtenha as raizes comuns aos polinômios: 


A(x) =x) —- Sxº + 5x + 6x2 — Ilx+ 6 
B(x)=x!-4x + 2x +x+6 


Solução 
Seja D(x) o mdc normalizado (veja capítulo 10) de A(x) e B(x): 
D(x) = x — 5x + 6 
Como as raizes de D(x) são 2 e 3, concluímos que as raizes comuns a A(x) e B(x) 


são 2 e 3. | ; 5 
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17.2) Determine o valor de k de modo que os polinômios: 


AQ) =x — 3x? + kx + 12 
B(x) =x? -x— 2 


admitam uma raiz comum. 
Solução 


Neste caso não é necessário recorrer ao mdc. As raizes de B(x) são 2e — 1. Temos, então: 


AZ) =2º -3072 +kD) + 12=2k+8 
A-D=(-D>-3-IP+k—D+12 k+8 


AD) =0=>k=-4 
AM(-D=0>k=8 


Assim, podemos ter k = —4 ouk =8. 
17.3) Sendo k e IR*, determine a raiz comum aos polinômios: 
AMX) =kx + (3k — 2x2 + (3k — 4x + (k— 2) e 
B(x) = kx? + (3k — 2)x + (2k — 4) 
Solução 


Vamos determinar um mdc de A(x) e B(x): 


kxº + (3k — 2x2 + (3k — 4)x + (k — 2) kx? + (3k — 2)x + (Qk — 4) 


— kx +(-3k+ 2x2 +(— 2k + 4)x 


kx + (k — 2) 
kx? + (3k — 2)x + (2k — 4) kx + (k — 2) 


— kx +(—-k+ 2x x+2 


2kx + (2k — 4) 
— 2kx+(—- 2k + 4) 
0 


O mdc de A(x) e B(x) é o polinômio D(x) = kx + (k — 2), cuja raiz é Por- 


tanto, a raiz comum aos dois polinômios é 


Exercícios Propostos 


17.4) Obtenha as raizes comuns aos polinômios: 


At) =xº+2x — 7x2 —-8x+12 e By) =x)—- 4x +x+6 
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17.5) Obtenha as raízes comuns aos polinômios: 


At) =x0-3x' +2x! —- 4x2 + 12x —8 e Bx)=xt—- 3x) + 5x? — 9x + 6 


17.6) Determine o valor de k de modo que os polinômios A(x) =x' — x? + kx — le B(x) =x? — 4 
tenham uma raiz comum. 


17.7) Determine os valores de k e m, de modo que os polinômios A(x) =x) + x? +kx+m e 
B(x) = x? — 4 tenham duas raizes comuns. 


17.8) Sendo ke IR*, determine a raiz comum aos polinômios: 


A =k3+(2—-kx —(k+4x+(k+2) e Bx) =kx + (2 — kx — (Mk + 4) 


17.3 — RAÍZES MÚLTIPLAS E MDC 


Consideremos um polinômio P(x) de graun > e suponhamos que um nú- 
mero c seja raiz de P(x), com multiplicidade m > 1. De acordo com o que vimos 
no capítulo 12, podemos dizer que o número ce é raiz de multiplicidade m — | 
do polinômio P'(x) (polinômio derivado de P(x)). Portanto, o número € é raiz 
comum dos polinômios P(x) e P'(x); a partir disto, concluímos: 


Exercícios Resolvidos 


17.9) Obtenha as raizes do polinômio P(x) =x! — x) — 3x? + 5x — 2, sabendo que há uma raiz 
de multiplicidade maior que 1. 
Solução 


Temos: fP()=xt-—-x!— 3x2 + 5x -—2 
Px) = 4x) — 3x2 — 6x + 5 


Podemos determinar o mdc dos polinômios P(x) e P'(x), que é M(x) = x? — 2x + L. 
É fácil concluir que o número 1 é raiz dupla de M(x); portanto, o número 1 é raiz tripla de P(x): 


P(x) = (x — 1)º - A(x) 


Fazendo três divisões sucessivas por x — 1, podemos obter A(x) = x + 2, cuja raiz é 
—2. Portanto, as raízes de P(x) são: 1 (tripla) e —2 (simples). 
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17.10) Obtenha as ráízes do polinômio P(x) = x* — 10x7 + 37x? — 60x + 36, sabendo que há pelo 
menos uma raiz de multiplicidade maior que 1. 


Solução 


P(x) =-x* — 10x3 + 37x? — 60x + 36 
P'(x) = 4xº — 30x? + 74x — 60 


O mdc'de P(x) e P'(x) é o polinômio M(x) = x? — 5x + 6, cujas raízes são 2 (simples) 
e 3 (simples). Daí concluímos que o número 2 é raiz dupla de P(x) e o número 3 é raiz dupla 
de P(x). Como P(x) é de grau 4, estas são as únicas raízes. Devemos ter, então: 


PO) =(x-2º (x — 32 


Exercícios Propostos 


17.11) Resolva a equação x* + x) — 3x? — 5x — 2 = 0, sabendo que há uma raiz de multiplicidade 
maior que 1. 


17.12) Resolva a equação xº — 5x* + 7x? — 2x2? + 4x —8 = 0, sabendo que há uma raiz de multi- 
plicidade maior que 1. 
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Capítulo 


J18. Raízes reais 


18.1 — INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, apresentaremos algumas propriedades referentes às raízes 
reais de um polinômio: de coeficientes reais Para melhor entendermos, é útil 
encararmos os polinômios como funções. (Observe que o item 10.4 deste volume 
se refere a isto.) Para tal, usaremos vários conceitos-sobre funções, como os de 
função crescente, decrescente, gráfico de uma função, etc., já estudados no vo- 
lume 1 desta coleção. 

Observamos que teremos de lançar mão de várias propriedades que só serão 
justificadas no volume 8 (onde serão estudados os conceitos de limite e de deri- 
vada); assim, estas propriedades serão aqui apresentadas sem demonstração. 


18.2 — GRÁFICO DA FUNÇÃO POLINOMIAL 


Consideremos o polinômio P(x) de grau n > O e coeficientes reais: 
P(x) =ax"+a xU!+...+ax+ a 


Obviamente, para cada valor real atribuído a x teremos um único valor 
de P(x) e, portanto, podemos considerar a função de IR em IR que a cada x associa 
o valor P(x). Pode-se demonstrar que o gráfico desta função é sempre uma linha 
contínua (como, por exemplo, na figura 18.1), não podendo apresentar “buracos” 
ou “interrupções” (como, por exemplo, na figura 18.2). 


Px) Plx) 


Fig. 18.1 Fig. 18.2 
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Demonstra-se ainda que o gráfico não pode apresentar “bicos” do tipo 
que aparece na figura 18.3. É fácil ainda verificar que a interseção do gráfico 
com o eixo vertical nos dá o termo independente a,, e uma interseção qualquer 
com o eixo horizontal nos dá uma raiz real r (veja figura 18.4). 


Píx) Plx) 
ao 
x F x 


Fig. 18.3 Fig. 18.4 


Quando ocorrer o que vemos na figura 18.5, a raiz r tem multiplicidade 
par (o gráfico tangencia o eixo horizontal sem “cortá-lo”). Quando ocorrer 
o que vemos na figura 18.6, a raiz r tem multiplicidade impar maior que 1 (o 
gráfico corta o eixo horizontal, “tangenciando-o”). Se a raiz r for simples, ocorre 
o que vemos na figura 18.4. 


P(x) Píx) 


Fig. 18.5 Fig. 18.6 


Para aqueles valores de x para os quais a função é crescente (fig. 18.7), o 
polinômio derivado P()(x) assume valores positivos. Para os valores de x para 
os quais a função é decrescente (fig. 18.8), o polinômio derivado P“'(x) assume 
valores negativos. 


P(x) Plx) 
0 
x x 
Fig. 18.7 Fig. 18.8 


Seja k um número real tal que Pk) = 0. Então, a reta tangente ao grá- 
fica no ponto (k; P(k)) é Paradela ao eixo horizontal (veja figuras 18.9, 18.10 
e 18.11). 
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k x k x 


Fig. 18.9 Fig. 18.10 Fig. 18.11 


Suponhamos que o polinômio seja de grau par. Sendo a, o coeficiente do 
termo de mais alto grau, demonstra-se que: 


1.º) sea, > 0, tanto para x > + o0 como para x > — co, teremos P(x) > + 00 
(como, por exemplo, na figura 18.12); 

2.º) sea, < 0, tanto para x > + o0 como para x > — co, teremos P(x) > — 00 
(como, por exemplo, na figura 18.13). 


Píx) fe 
N / x : x 


Fig. 18.12 Fig. 18.13 
Suponhamos agora que o polinômio seja de grau impar. Demonstra-se que: 


1)a,>0 


P j 
Ea x> + 00 vem P(x) > + 00 (veja figura 18.14) 


para x> — co vem P(x) > 
2) a, <0 


fo x> + 00 vem P(x) > — 00 (veja figura 18.15) 


para x> — o0 vem P(x) > + 


Plx) Plx) 


Fig. 18.14 Fig. 18.15 
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Exercícios Resolvidos 


18.1) Consideremos o polinômio P(x) =x) + 3x2 + 5x + 2. 
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a) 
b) 
c) 


Mostre que P(x) tem apenas uma raiz real. 
Mostre que essa raiz real é negativa. 
Mostre que. essa raiz real é irracional. 


Solução 


a) 


b) 


Como P(x) é de grau impar e tem coeficientes reais, podemos garantir que ele possui pelo 
menos uma raiz real r; resta mostrar que r é a única raiz real. Para isso, determinemos o 
polinômio derivado de P(x): 

PD(x) =3x? + 6x+5 


O discriminante A desse polinômio é: 


A=6-40)(5)=36-60=-24<0 


Concluímos então (veja capítulo 4 do volume 1 desta coleção) que, para qualquer x e IR, 
teremos P()(x) > 0 e, portanto, a função polinomial P(x) é sempre crescente. Isto significa 
que o gráfico corta O eixo horizontal apenas uma vez (sem tangenciá-lo, pois PD(x) * 0) 
e deve ter o aspecto da figura a ou da figura b. 


Fig. a Fig. b 


O termo independente é a, = 2 e o coefi- P(x) 
ciente do termo de maior grau é a, =1 

(isto é, a, > 0). Como o polinômio é de 

grau ímpar, o seu gráfico. deve ter um 2 
aspecto parecido com o da figura ce, por- 

tanto, a raiz real r é negativa. 


Fig. c 


De acordo com o teorema visto no capítulo 15, as únicas raízes racionais possíveis seriam 
1, —-1,2 e —2. Mas, já sabemos que a raiz real é negativa, assim, restam —l e —2. No 
entanto, fazendo a verificação, vemos que P(—-1) * 0 e P(—-2) 4 0. Portanto, P(x) não 
admite raízes racionais e a raiz real r deve ser irracional. 


18.2) Consideremos o polinômio P(x) = ax" +...+a :X + ag, de coeficientes reais é grau impar. 
Mostre que, se a, > 0, o polinômio P(x) admite pelo menos uma raiz real de sinal contrário ao 
“do termo independente a, (supondo a, 0). 


Solução 


O polinômio é de grau ímpar e tem coeficientes reais; podemos então concluir que ele 
tem pelo menos uma raiz real. Consideremos então dois casos: 


Plx) 


1.º caso: a, >0 


Como a, > 0 e o polinômio é de grau: 
impar, temos: 


Fui x> 0 vem P(x) > 00 


para x> — c0 vem Pfx) > — 00 


Portanto, há pelo menos uma raiz real r negativa, isto é, de sinal contrário ao de a, 
(obviamente, poderá ter também raízes positivas). Z 


Plx) 


2º caso: a, <0 


Como a, > 0 e o polinômio é de grau 
impar, temos: 


para x -» co vem P(x) > 0 
para x-> — o0 vem P(x)> — o 


Assim, há pelo menos uma raiz positiva r (de sinal contrário ao de ao). 


18.3) Consideremos o polinômio P(x) = ax" +... + a,x + ay, de grau par (não nulo), tal que 
an> 0€eaç < 0. Mostre que esse polinômio admite pelo menos duas raízes reais, sendo uma 
positiva e outra negativa. 


Solução 


O polinômio é de grau par e a, > 0. 
Portanto temos: 


para x> + 00 vem P(x) 5 + 
para x> — o0 vem P(x) > + o 


Como a, <0, o gráfico deve ser “algo L) rm 
parecido” com o gráfico da figura ao lado 
e, portanto, o polinômio admite pelo menos 
uma raiz positiva r, e pelo menos uma raiz 
negativa r,. 


ao 
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18.4) Determine o polinômio P(x), cujo grá- 
fico é dado ao lado, sabendo que seu 
grau é 3.7 


Solução 


Vemos que —2 é raiz simples e 3 
é raiz de multiplicidade par. Mas, como 
P(x) é de grau 3 (e portanto tem três 
raizes), concluímos que o número 3 é 
raiz dupla. Portanto, temos: 


P(x) =a(x + 2(x — 3) 


Mas o gráfico nos informa ainda que P(0) = 18. Assim: 
P(0) =a(0 + 2)(0 — 3)? = 18 

donde tiramos a = 1. 

Portanto, P(x) = (x + 2)(x — 32 


ou, desenvolvendo, P(x) = x? — 4x? — 3x + 18. 


18.5) Temos ao lado o gráfico de um poli- Alx) 
nômio A(x). Esboce o gráfico do poli- 
nômio B(x) tal que B(x) = A(x) — 1. 


Solução 


Ao subtrairmos 1 unidade do poli- 
nômio A(x), o seu gráfico deve “descer” 
1 unidade (veja capítulo 6 do volume 1 
desta coleção). 


18.6) Consideremos o polinômio P(x) =x) — 2x? + 4x + (k — 6k + 1), onde k é real. 


a) Mostre que, qualquer que seja kelR, P(x) admite uma única raiz real. 
b) Determine o valor de k para o qual essa raiz real tenha o maior valor possível. 
c) Determine essa maior raiz real. 


234 


Solução 


a) Px) =x) —-2xº + 4x +(k — 6k+ 1) 
1 ç 


ão 


onde a, é uma constante (para cada valor de k), isto é, é o termo independente. Derivan- 
do P(x) temos: 


PO(x) =3x? —- 4x +4 
cujo discriminante é: 


A =(-4)2 — 4(3) (4) 32<0 


P(x) 
e, portanto, P!'(x) é sempre positivo, o 


que acarreta que P(x) é sempre crescen- 
te. Como o grau de P(x) é impar e o 
coeficiente do termo de mais alto grau 
é positivo, o gráfico é “algo parecido” 
com o gráfico ao lado, e o polinômio 
admite uma única raiz r. E x 


b) Observando o gráfico, percebemos que, para que r aumente, a, deve diminuir. Portanto, 
a raiz r atinge o seu valor máximo quando a, atingir o seu valor minimo. Mas: - 
aq=k2 — 6k+1 
e o valor mínimo de a, (veja capítulo 4 do volume | desta coleção) é obtido quando k = 3. 
c) Para k =3 temos a, =3? — 6(3) + | = —8 e o polinômio fica: 


P(x) =xº — 2x? +4x — 8 


Fazendo a pesquisa das raízes racionais, concluímos que:2 é raiz e, portanto, a maior raiz 
real possível para P(x) é o número 2. 


Exercícios Propostos 


18.7) Consideremos o polinômio P(x) = 5x? — 4x? + 2x + 7. Mostre que ele é sempre crescente. 
18.8) Mostre que o polinômio P(x) = — x) + x? + 3x + 4 é sempre decrescente. 


18.9) Considere novamente o polinômio do exercício anterior. Mostre que P(x) tem apenas uma 
raiz real, que é positiva e irracional. 


18.10) Damos a seguir apenas o termo de mais alto grau e o termo independente de uma série de poli- 
nômios de coeficientes reais. 


AQ) =683 +... +47 E(x) =8x2 +...+7 
BW) = +...—-7 FW) =8x*º +...—-7 
CO) =-6834...49 Gm) =-82+4...+7 
DO) =-6834+...-9 Hg) =-824...—7 
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Analise cada sentença a 


a) 
b) 
c) 
d) 
e) 
19) 
8) 
h) 
à) 
ED) 
k) 
0) 


18.11) 


18.12) Temos, ao lado, o gráfico de um poli- 
nômio de grau 4 e coeficientes reais. 


A(x) tem 
A(x) tem 
B(x) tem 
B(x) tem 
C(x) tem 
C(x) tem 
D(x) tem 
D(x) tem 
E(x) tem 
F(x) tem 
G(x) tem 
H(x) tem 


pelo 
pelo 
pelo 
pelo 
pelo 


pelo 
pelo 


pelo 
pelo 
pelo 


pelo 
pelo 


menos 
menos 
menos 
menos 
menos 
menos 
menos 
menos 
menos 
menos 
menos 
menos 


seguir e diga se é verdadeira ou falsa. 


uma 
uma 
uma 
uma 
uma 
uma 
uma 
uma 
duas 
duas 
duas 
duas 


raiz 
raiz 
raiz 
raiz 
raiz 
raiz 
raiz 
raiz 


real 
real 
real 
real 
real 
real 
real 
real 


positiva. 


negativa. 


positiva. 


negativa. 


positiva. 


negativa. 


positiva. 


negativa. 


raízes reais. 
raízes reais, sendo uma positiva e outra negativa. 
raízes reais, sendo uma positiva e outra negativa. 
raízes reais, sendo uma positiva e outra negativa. 


Temos, ao lado, o gráfico de um poli- 


nômio de coeficientes reais. 


a) Determine esse polinômio, supondo 


que ele seja do terceiro grau. 


b) Determine esse polinômio, supondo 
que ele seja de grau 5, 


Determine o polinômio. 


P(x) 


18.13) Consideremos o polinômio P(x) = 2x? + 3x2 — 12x + k, onde k é real. 
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a) Determine os valores de k para os quais o polinômio admite uma raiz dupla. 

b) Determine os valores de k para os quais o polinômio tem 3 raízes reais distintas. 

c) Determine os valores de k para os quais o polinômio admite uma raiz real e duas 
raízes imaginárias. 


18.3 — TEOREMA DE BOLZANO 


Consideremos um polinômio P(x), de grau n > 0 e de coeficientes reais. 
Consideremos também dois números reais quaisquer a e b, que não sejam raízes 
de P(x), com a < b. O teorema de Bolzano (matemático tcheco, de origem ita- 
liana, 1781-1848) afirma que: 


Ao enunciarmos esse teorema, estamos considerando que o número O tam- 
bém é par. 

A demonstração deste teorema será feita no exercício 18.17; agora daremos 
apenas algumas ilustrações gráficas. 


Exemplos 


a) Na figura 18.16 temos P(a) e P(b) de sinais contrários e uma raiz real entre 
aeb (isto é, um número ímpar de raízes reais entre a e b). 
Na figura 18.17 temos P(a) e P(b) de sinais contrários e três (número impar) 
raizes reais entre a e b. 


Fig. 18.16 Fig. 18.17 


b) Na figura 18.18 temos P(a) e P(b) de sinais contrários. O número r, é raiz 
de multiplicidade par. O número r, é raiz de multiplicidade 1 (raiz simples). 
Portanto, no total, temos um número impar de raizes reais entre a e b. 
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Na figura 18.19 temos P(a) e P(b) de sinais contrários. O número r, é raiz 
de multiplicidade ímpar e o número r, é raiz de multiplicidade par. Por- 
tanto, no total, temos um número ímpar de raízes reais entre a e b. 


Fig. 18.18 Fig. 18.19 


c) Na figura 18.20, P(a) e P(b) têm o mesmo sinal. Há duas (número par) raízes 
entre aeb. 
Na figura 18.21, P(a) e P(b) têm o mesmo sinal. Não há raizes reais entre 
ae b, isto é, o número de raízes reais entre a e b é zero (número par). 


Fig. 18.20 Fig. 18.21 


d) Na figura 18.22, P(a) e P(b) têm o 
mesmo sinal, O número r, é raiz de 
multiplicidade par e os números r, 
e r; São raízes simples. Portanto, no 
total, temos um número par de raizes 
reais entre a e b. 


Fig. 18.22 
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Exercícios Resolvidos 


18.14) 


18:15) 


18.16) 


18.17) 


Consideremos o polinômio P(x) =x? — 2x? + 4x — 1. Quantas raizes reais ele poderia ter 
no intervalo ] — 1; 1? 


Solução 


M-D=(IP-2M-IPASM-D-I 8 
PD) =B-MIP+ASMD-1=2 


Como P(--1) e P(1) têm sinais contrários, há um número impar de raízes reais entre —l e 1: 
pode ser uma ou três raízes reais. 


Mostre que o polinômio P(x) = x? + 7x? + 6x — 20 admite pelo menos uma raiz positiva 
menor que 2. 


Solução 


P(0) = — 20 
PQ) =2º + 7(22 + 6(2)- 20 =28 


Como P(0) e P(2) têm sinais contrários, concluímos que há um número impar (pelo menos 
uma) de raízes reais entre O e 2, isto é, há pelo menos uma raiz real menor que 2 e positiva. 


Determine os valores reais de k de modo que o polinômio P(x) =x? — 3x2 + 4x + (k + 7) 
admita um número par de raizes reais entre os números 1 e 2 (mas de modo que 1 e 2 não sejam 
raizes). 


Solução 


PD) =1-3+4+(Kk+N)=k+9 
PB) =2º-302+4)+k+7=k+1 


Para que haja um número par de raízes reais entre 1 e 2, devemos ter P(1) e P(2) com o mesmo 
sinal, isto é: 


P(1)- P(2)> 0 
Assim, temos a inequação: 
k+N(k+11)>0 


que, resolvida, nos dá: 


k<-llouk> -—-9 

Demonstre o teorema de Bolzano. 
Solução 
Sejam: 

Zy 2»---, Zp as raízes imaginárias de P(x) 

Xp X»---, Xq às raízes reais entre a e b 

IF, [5,..., Iy as raizes reais fora do intervalo [a, b] 
Temos: 


PO) =alx-z)tx-z).. (x-z)a-x)o-x)..(xXoxdtí—rd)..(x— ro) 


A(x) B(x) C(x) 
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Como os coeficientes de P(x) são reais, as raízes imaginárias (se existirem) virão aos 
pares e, ao decompormos A(x), obteremos pares do tipo (x — z)(x — Z). Sendo z = « + fi e 
Z=a-fi(comaeclR e BelR*) temos: 


(K-n(x-2)=[x-—(a+ Bill (a Bi]=(x— a)? + B? 


Mas, para qualquer valor de x e IR, temos (x — a)? + 8? > 0 e, portanto, A(x) > O para 


todo x clR. 
o = an A(a) B(a) C(a) 
P(b) = a, A(b) B(b) C(b) 
P(a) + P(b) = az - A(a) - A(b) + B(a) + B(b) - C(a) - C(b) 
Como as raízes r,, r,,..., In estão fora do intervalo fa; b], o produto C(a) + C(b) será 


sempre positivo. Assim, temos: 
P(a) « P(b) = [ai + A(a) + A(b)  C(a) « C(b)] - B(a) - B(b) = D - B(a) - B(b) 
RARE À 
D 


onde D > 0. Portanto, o sinal de P(a) « P(b) depende do sinal de B(a) - B(b). 


B(a)-B(b) = (a -x)(b-x)(a-x)(b-x,)...(a— x)(b — x) 
DEE: | e O 

<0 <0 <0 
Cada um dos produtos (a — x;) (b — x;) é negativo. Daí concluímos que: 


1.º) se q é ímpar, B(a) - B(b) < O e P(a) - P(b) < 0. Isto significa que P(a) e P(b) têm sinais 
contrários; 


2.º) se q é par, B(a) « B(b) > 0 e P(a) « P(b) > 0. Isto quer dizer que P(a) e P(b) têm o mesmo 
sinal. 


Exercícios Propostos 


18.18) Consideremos o polinômio P(x) =x? — 3x? + 5x — 1. Quantas raizes reais ele poderia ter 
no intervalo J1; 4[? 


18.19) Mostre que o polinômio P(x) =x? + 2x? — 7x + 3 admite pelo menos uma raiz irracional 
no intervalo ]1; 3[. 


18.20) Determine ke IR de modo que o polinômio P(x) =x? + x? — 8x + k admita um número 
impar de raizes no intervalo ]1; 3[. ú 


Exercícios Suplementares 


W1.1) Resolva a equação 2x* + x? — 4x? + 6x + 4 = 0, sabendo que duas de suas raízes são os 


números —2 e —- —, 
2 


1.2) Resolva a equação 2xº + xº + 13x! + 8x? + 8x? + 16x — 48 = 0, sabendo que 2i é raiz dupla. 


W1.3) Resolva a equação x?.+ 3x? — 6x — 8 = 0, sabendo que suas raizes formam uma progressão 
aritmética. 
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IH.4) Resolva as equações: 


ax + 12x + 17x + 15=0 
b) 2x — 17x2 + 48x — 20 =0 


H1.5) Resolva a equação x? + 8x? + 5x — 50 = 0, sabendo que possui uma raiz dupla. 


II1.6) Verifique se o número x = 45 + 29 /2 + 45 — 29 /2 é inteiro. 
H1.7) Verifique se o número Y3 + /8 + 93 — 48 é racional ou irracional. 


J1.8) Seja n um número natural tal que n > 1. Consideremos também um número real k + O. Dê 
o valor verdadeiro ou falso a cada sentença a seguir, as quais se referem às raízes n-ésimas do 
número k. 


a) Se n é impar, apenas uma das raízes é real. 

b) Sen é pare k <0, nenhuma das raízes é real. 

c) Sen é par e k > 0, há duas raizes reais. 

d) Para todo n, desde que haja raízes imaginárias, elas formam pares de números conjugados. 
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TESTES DE VESTIBULARES 


NUMEROS COMPLEXOS 
1) (MACKENZIE-SP) O valor da expressão y =i +? + itris+... + lo é; 
a) 1 bi co ci d) —1 Ji+ri 
2) (PUC-RJ) Seja io número complexo (0; 1). Então a soma: 
l+i+2++o.. + itrol 


a) é um imaginário puro d) é uma potência inteira de i 
b) é um real positivo e) é nula 
c) é real se e só se n é ímpar 


3) (MACKENZIE-SP) A igualdade (1 + ij" = (1 — i)º verifica-se para todos os números natu- 
rais divisíveis por: 


a b) 2 3 D4 onra. 


4) (F.M. ABC-SP) Chama-se “rival” de um número complexo z =x + iy o número complexo 
Z tal queZ+z=2yi 


l 

gZ=+ d)Zez=x"+y? 

b)Z=x-iy eJz-7=2x 

)Z=-—z 

E ; : ) 
5) (PUC-RJ) Considere os números complexos z=2-i e 0= 741 
i 
Então, se & indica o complexo conjugado de q: 
— l 
az=-w bz=ôd oz=-0 d)z=— eJz=uw 


(62) 


6) (U.F.BA) O número complexo z que satisfaz a igualdade (2 + i).z+7+5i=8-— 3 é: 


14 17. 17. 
à) = — = mei 92-ci 
5 5 3 
17. . 
pao ias 
5 5 5 
32 MW 
J—-—i 
5 


7) (U.C.MG) O produto (x + yi) (2 + 3i) é um número real, quando x ey são reais e: 


a)x— 3y =0 d)2x+3y =0 
b)2y —-3x=0 eJ3x+2y=0 
co) 2x +2y =0 


8) (EPUSP) O quociente do número complexo a + ib pelo número complexo não nulo c + id 


será um número real se: 


ass da+c+b+d=0 
b d 

ba+b=c+d e) n.r.a. 

c) ac = bd 


9) (CESGRANRIO) Seja z =x + iy um número complexo não nulo, onde x e y são reais. Se 


Xx—1 


a e b são números reais tais que: — =a+ib 
x +iy 
podemos afirmar que: 
a)lal+ |b|<1 À da? +b2 =1 
ba=-b eJa>0eb>o0 


a=b =] 


10) (OSEC-SP) Determinando-se os valores reais de m e n de modo que se tenha: 2(m — ni) + 


+ i(m + ni) — i = 0, pode-se afirmar que a soma de m e n é igual a: 


a) -1 b) O og d) 2 e) 3 


11) (CESESP-PE) Assinale a alternativa que completa corretamente a sentença: A equação z* =, 


onde z =a + bi com a e b reais, definida em C, não admite soluções: 


a) reais - d) em € 
b) da forma bi, com b £ O e) inteiras 
c) da forma a + bi, coma £0eb 0 


12) (U.F. UBERLÂNDIA-MG) Dados os números complexos: 


z, = p(cos0 + isen 0) 
z, = p(senO + icos 6) 
então z, — iz, é igual a: 


a) |m |-3]z, | d) |zl+2]z,] 
b) 2p cos O o lz|+|z;| 
c) p cos 8 j 
13) (FATEC-SP) Sejam ii? = —-lez E Su = (0e RIiz| = I),então Aéiguala: 
Il +isenô 
a) fkn, keZ) d) (Qk + lx, keZ) 


k 
b) PE. vez) e) PE. real v Erez) 
2 E 3 “Tê 


e) E. kezh 
4 
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14) (MACKENZIE-SP) O número de soluções distintas do sistema: 


RE 
lz-ij=1 


é: 

a) zero b)1 co) 2 d) 3 e) maior que 3 
15) (CESGRANRIO) Seja z = x + iy um número complexo não nulo, onde x e y são reais. Se 

a e b são números reais tais que: — a a + ib podemos afirmar que: 

x +I1y 

a)lal+|b|<l )a2+b =1 

ba=-b eJa>0 e b>0 

ja=b=l 
16) (MACKENZIE-SP) Se z + Ee —1, então o valor de |z | é: 

Zz 
l 
a) = b) 0 co) 1 d)2 e) 4 
-—i 
17) (MACKENZIE-SP) O número complexo z = a + bi é tal que É 7 | = 1. Então: 
xo 

aja=-b 5 d) a = 3b? ; 

ba=b eJa=-—7b 

coa=2b 
18) (F.F.C.L.-USP) Se z e w-são dois números complexos quaisquer tais que 

lzl=|w|l=1l e l+zwxo 
a , Zz+Ww 
então o número complexo 
E l+2zw 
a) de valor absoluto 1 d) real 
b) imaginário puro ê e) n.r.a. 


c) não real 


19) (ITA-SP) Suponhamos que z;, =a+xie z,=a+yi, a £0,x 0, são dois números 
complexós, tais que z, *«z, = 2. Então temos: 


dz +z,)=2aecal+y? = 
e) n.r.a. 


20) (MACKENZIE-SP) O número complexo z =x + yi é tal que |z — 3] = 2. Então, necessa- 


riamente: 
aa0<x<2 e 0<y<2 d)0<xx<3 e 0O<xy<3 


bl<xx<5Se -2<y<?2 eJ0<x<3 ey não tem restrição 
)-l<x<2 e -3<xy<3 - 
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21) 


22) 


23 


so] 


24 


Nas] 


25) 


26) 


27) 


28) 


(MACKENZIE-SP) Representando-se graficamente, no plano de Argand-Gauss, os números 
complexos z tais que z? = Zi, o número de pontos obtidos é: 


a) i b)2 c) 3 d) 4 e) não sei 


(CESGRANRIO) O conjunto dos pontos z =x + iy do plano complexo que satisfazem 
lz-IP=mx e y>2é: 


a) o conjunto vazio d) uma reta 
b) uma região não limitada do plano e) diferente dos quatro anteriores 
c). todos os pontos x + iy tais que y >2 


(MACKENZIE-SP) Os números complexos z tais que (z — a)(Z — à) = r?, com a complexo 
e r real, representados no plano de Argand-Gauss, formam: 


a) uma reta 

b) uma parábola 

c) uma elipse com focos em a e à 

d) uma circunferência com centro em a € raio r 
e) uma hipérbole 


(MACKENZIE-SP) Seja t =2 + 3i um número complexo. Se 


A=(zeC||jz-t|<t) e 
B=(zeC||iz=a+bie b<3) 


então no plano de Argand-Gauss, An Bé: 


a) um conjunto vazio d) uma circunferência 
b) uma semicircunferência e) um circulo 
c) um semicírculo 


à E 
(ITA-SP) Seja z um número complexo. Se z + — é um número real, então podemos afirmar: 
z 


a)z*0€e Re(z) >0 d)z? = -1 
b) In(z)=0oul|z|=1 e) n.r.a. 
c) é necessariamente um número real 


(ITA-SP) O lugar geométrico, no plano complexo, representado pela equação: 
ZeZ-zwº'Z—-Z'z+k=0 
onde k um número real positivo e |z2 |>k, é: 


a) uma hipérbole com céntro z, 

b) uma elipse com dos focos em z, - 
c) uma circunferêngia com centro em z, 
d) uma parábola com véttice em z, 

e) n.r.a. 


(U.F. UBERLÂNDIA-MG) Sejam O, Z, e Z, as representações gráficas dos complexos 
(0 + 01), (2 + 3i)e(—5 — i), respectivamente. A menor determinação positiva do ângulo Z,ÕZ, 
é: 

a) 135º b) 150º c) 165º d) 120º e) 175º 
(CESGRANRIO) - O módulo do número complexo (1 + 3i)* é: 


a) 256 b) 100 o) 81 d) 64 e) 16 
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29) (FATEC-SP) A representação gráfica do conjunto do z, ze €, tais que 


Ê e bo e: 
plano de Argand-Gauss é uma circunferência de raio = e centro em: 


4 4 4 4 
mi é tao, ER Ea 0:0 
o (550) »( a) o(9:5) a (0: —) e) (0; 0) 


30) (CESESP-PE) Sendo z um número complexo, assinale a alternativa que não está correta. 


a) z+z é um número real d)z — Z é sempre um número complexo não real 
b)z+Z é um número real e)z+Z é sempre um número real 
AR E 
c)selz|=1 então Z7=— 
z 


31) (CESGRANRIO) No plano complexo, o conjunto dos pontos z =x + iy tais que |z | <i 


eyz0€6: 


uma circunferência d) um semicírculo 
b) umcírculo e) um segmento de reta 
c) um quadrado centrado na origem 


32) (MACKENZIE-SP) A função f associa a cada complexo seu argumento. O valor de 
cotg [f(— 1 — i)] é: 


a) —1 b) 0 o) 1 d) 2 9X 


33) (CESGRANRIO) Determinando seu argumento, pode-se concluir que o número complexo 
(+: 


a) tem parte real igual à parte imaginária 

b) tem parte real positiva e parte imaginária negativa 
c) é real negativo 

d) é real positivo 

e) é imaginário puro 


34) (F.M. ABC-SP) Os números complexos z, e z,, ambos diferentes de zero, têm os ângulos 
polares opostos e módulos inversos. 


a) lz, +m=" = abg 


bz ez =1 2 
Jz:zm=l 6) 
l 
d)7 =— 
) 7 2 8 
1 
)zm=—-— -8 
z 
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35) (F. FRANCISCANAS-SP) O número complexo z = — 2 — 2i é escrito na forma trigonomé- 
tica como: - 


il a x Eid 
a)z= “|cos— + isen — d)z=2-|cos— +isen— 
E 2 :) ra ( 4 :) 

3n à 37 n : z 
bz=/8: pos tiene Jz=2/2 porra apdisedra 


— 5a 5a 
co)z=2/2(cos— + isen dE) 
am 27 (gue E + io 
36) (PUC-SP) Se b=2(cos30º +i-sen30) ez =p-(cos0 + i-sen6), os afixos correspon- 
dentesa bb+z,b+z+iz,b+ iz são os vértices de um: 
a) trapézio d) quadrilátero qualquer 


b) losango e) n.r.a. 
c) quadrado 


37) (CESCEM-SP) As funções hiperbólicas cosh z e sinh z são definidas como: 


e +e? : e —- er: 
; coshz =—"————, sinhz=>"—— 
/ 2 2 
onde z= iy cet =e' =e(cosy +isiny). 


Nestas condições, podemos dizer que cosh z é igual a: 


a) sinhx «siny + icoshx « cosy d) coshx -siny + isinhx «cosy 
b) sinhx« cosy + icoshx «siny e) coshx «sinhx+isinx « cosy 
c) coshx « cosy + isinhx «sin y 


38 


— 


(F.C. CHAGAS-SP) Dado o número complexo z = cos + isen o valor de z!2 é: 


a) ie d) -1+i/2 
5 5 o -/2+i/2 
b) a e 
2 2 
oO) -V/2 +4i 


39) (F. M. SANTA CASA-SP) Se xº = 4/3 + 4i, x é dado por: 
a) 2 cos (30º + k- 150º) + 2isen (30º + k- 150º) 
b) Y/Z lcos (60º + k + 120º) + isen (60º + k + 120º) 
co) Y3 [cos (60º + k - 120º) + isen (30º + k + 1209] 


n 2ka E a 2kz 
eJ2jsen(t— + — | + icos[ — + — 
18 3 18 3 
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40) (F. FRANCISCANAS-SP) Dados dois números complexos z, € z,, representados geome- 


; ; z n - 
tricamente abaixo, e sabendo que O < 8, < A e0<0,< Pi então podemos afirmar que: 


a) Relz, ez) <0 e Inlz,º2))=0 
b) Re(z,-z,))>0 e In(z,ºz,))>0 


co) Relz, ez) =0 e Inlz, ez) <0 Z2 
) Relz,ez)<0 e Inlz;ez))<0 
e) n.r.a. 21 


Dara 


41) (U. F.PR) Escrevendo-se E, = cosx + isenx, onde i é a unidade imaginária (2 = —1), então 


E, + E, é igual a: 


a) E,+ E, b) E +iE, e) Es, d) E2, e) Eus, 


42) (F. M. SANTOS-SP) As cinco raízes quintas de z = 16 — 16,/3i têm o mesmo módulo e 


seus argumentos formam uma PA cuja razão é: 


a) 60º b) 120º |; c) 204º d) 216º e) n.r.a. 


43) (F.C. CHAGAS-SP)/ O número complexo z tem módulo e argumento respectivamente iguais 


44) 


45 


— 


l 
a 2.0. Se cos6 Er então z? 


a) tem sua imagem no eixo real 
b) tem módulo igual a 6 

c) é iguala 3+ 3/3 i 

d) é imaginário puro 


e) tem argumento igual a 120º 


(F. M. SANTA CASA-SP) Seja O número complexo z = (2 — 2i)”, onde ne iN*. Se |z|=512 
o número n é: 


a) primo d) múltiplo de 4 
b) quadrado perfeito e) divisível por 3 
c) divisível por 5 


(ITA-SP) Seja z um número complexo de módulo | e de argumento 6. Se n é um número inteiro 


a Los 
positivo, z" + = é igual a: 
z 


a) cos (n 6) d) 2 sen (n 8) 
b) 2 cos (n 8) e) sen (n 8) + cos (n9) 
c) sen (n 8) 
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46) (F. M. SANTA CASA-SP) O menor valor de n inteiro positivo para o qual y" = (2 + 2/3 ie 
seja real e positivo é (obs.: 1 = ./ — 1): 


a) 3 b) 12 c) 6 ; d) 9 e) n.r.a. 


47) (F. M. SANTA CASA-SP) O número complexo z = Y2 (cos E + isen a) é uma das rai- 


zes quartas do número complexo: 


od 1 2 Sã 
al-i bi+i J—+—i )i-—i PR ER 
22 2 2 2 


48) (F.M. SANTA 'CASA-SP)" Considere o produto (x — z) - (x — Z), onde z = « + $i, com a 
e Ê pertencentes ao conjunto dos números reais e « - 8 * O. Então podemos afirmar que: 


[lx - 2 -(x -2D), VxelR 
a) é negativo caso m seja impar 
b) é sempre um número par 
c) é positivo para qualquer m real 
d) vale 3 


e) não satisfaz a nenhuma das alternativas anteriores 


49) (ITA-SP) Sejam a e k constantes reais, a > 0e 0 < k < 1. De todos os. números complexos z 
que satisfazem a relação |z — ai| < ak, qual é o de menor argumento? 


aaz=ak/khk-k? + ia(l —k? d) z 
bz=k/1-k DHaT=k) o e) z 


odz=k/l-k -i/l-k? 


-k1-K = sia(l — k?) 
a+ik - 


h 


Dc... 


(MACKENZIE-SP) O número de soluções da equação z? + |z | = 0, onde 

z=r(cos0 + isen 6), é: 

a) 0 bi c) 2 d) 3 e) 4 
POLINÔMIOS 


51) (ESAN-SP) Sendo P(x) = Q(x) + x? + x + 1 e sabendo que 2 é raiz de P(x) e que 1 é raiz de 
Q(x), então P(1) — Q(2) vale: 


a) O b)2 co) 3 d) 6 e) 10 
52) (MACKENZIE-SP) P(x) = ax" +aç x! 4... +a;x + a é um polinômio; a, + an + 


+... +a, + a é a soma dos coeficientes do polinômio P(x). A soma dos coeficientes do po- 
linômio (4x? — 2x? — 2x — 178 é: 


a) O d)-1 
b) — 36 e) impossível de calcular no tempo disponível 
c1 j . à 


53) (ITA-SP) O coeficiente da maior potência de um polinômio P(x) do 3.º grau é 1. Sabendo-se 
que P(1) = P(2) = 0 e P(3) = 30, então P(—1) vale: 


a) 48 b) 66 c) 18 d) —2 e) 68 
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54) (CESESP-PE) Considere o polinômio: 


Pl) = ) ax 


i=o 


Assinale a alternativa falsa. 


a) P(—-1) = 0, se e somente se a soma dos coeficientes de ordem par for igual à soma dos coefi- 
cientes de ordem ímpar. 

b) P(1) = 0, see somente se a soma dos coeficientês de ordem par for igual ao simétrico da soma 
dos coeficientes de ordem ímpar. 

c) P(— 2) = 0, se e somente se a soma dos coeficientes de ordem par for o dobro da soma dos 
coeficientes de ordem ímpar. 

d) P(0) = 0, se e somente se a, = 0. 

e) P(1) = P(- 1) = 0, se e somente se a soma dos coeficientes de ordem par for igual à soma 
dos coeficientes de ordem ímpar e igual a zero. 


55) (CESGRANRIO) O polinômio P(x) =açx'?+ a;x? + a,x + a; se anula para 4 valores dis- 
tintos de x. Podemos concluir que: 
aaata+a,+a,=1 daç>a,>a,>a; 
b) aça;a,a, = 4 Ja=a=a=a,;=0 


CJa<a<a,<a, 


56) (MACKENZIE-SP) Os valores de m, n eil para os quais 
px) =(2m-— Dxº— (Sn —- 2x2 +(3- 24) 


é E oHnÓo cao são, respectivamente: 


! 2 3 l 
>, —-—,— DE c) —1, -3,1 d) —-2, —5,2 e) 0,0,0 
2 5 2 25:22 


57) (PUC-SP) Os valores de m, n e p de modo que sejam idênticos os polinômios: 


P()=(m+n+px!-(p+Dx4+mx+(n>-p),+n 


P,(x) = 2mxº + (2p + 7)x? + Smx + 2m 
são, respectivamente: 
a) 1,2, —3 b2,3,1 co) -1,2,2 d) 2,1, —3 e) 1,-3,2 
58) (U. F.RS) Se r(x)=a-p(x) +b -q(x), com r(x)= 4? + kx-—-8, p(x)=2x —- 3x - 2, 
q(x) = x2 = Sx+1l,aelR,belRekelR, então a + b+k é: 


a) O bl c) 2 d) 3 e) 4 


2 b3 
59) (OSEC-SP) Escolha o termo que sé deve acrescentar ao binômio T + - de maneira a 


obter trinômio que seja quadrado perfeito, entre as alternativas abaixo: 


bé bé b? be b? 
a) — b) — )— )— )— 
3 9- ) 3 5 dr 
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60) (ITA-SP) Considere o conjunto C dos polinômios P(x) de grau 3, tais que P(x) = P(— x) para 
todo x real. Temos, então, que: 
a) € tem apenas dois elementos 


b) C é o conjunto de todos os polinômios da forma P(x) = açx? + bx 
c) € tem apenas um elemento 


d) € tem uma infinidade de elementos 


e) n.r.a. 

61) (EPUSP) . Seja a, o coeficiente de x” num polinômio de coeficientes complexos de grau 30. Sendo 
aç=-leas, =1+ian(n>0), então a,, é igual a: 
a) -i bl-i c)i d) 2i e) n.r.a. 


62) (ITA-SP) Os coeficientes A, B, Ce D do polinômio P(x) = Axº + Bx? + Cx + D devem 


satisfazer certas relações para que P(x) seja um cubo perfeito. Assinale a opção correta para que 
isto se verifique: 


z Bº 
pD=EA )C=" eD=—— 
3B A 2742 
2 
dC s=Ês - PB. e) n.r.a 
A: 274? 
BC = 3A e CD? = B?A? 
63) (PUC-SP) Se 2 LÃ BC então ou valoráa de A, De Cão, 
x — 5x? + 6x x x-2 x—3 
respectivamente: 
ra 12 
> — dps eres 
2'3'5 6'2'3 
sa 41 
b)>,>,-— 9>,>,— 
Rd 3 ! 5'2 
EDER SR e 
2'3'5 
2x — A 
64) (U.FSE) Se —HD3 Pet ondas 
x2—6x+5 x—5 x—1 
1 B 
aB-A=6 b) B=2A 9A=7B DA+B=2 ae 


65) (CEUB-DF) A condição para que o polinômio f = (ax + b)? + (cx + d)?, onde a, b e c são 
reais e não nulos seja um quadrado perfeito é: 


a) ad = bc b) cd = ab c) abc = d d)ad=b'c+a 
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66) (ITA-SP) Dizemos que os polinômios p,(x), p;(x) e pstx) são linearmente independentes 
(L. 1.) se a relação a pp, (x) + a,p,(x) + aspa(x) = Oimplicaa, =a, = a; = 0,ondea,,a,,a; 
são números reais. Caso contrário, dizemos que p, (x), p, (x) e ps (x) são linearmente dependentes 
(L. D.). Os polinômios p() =x +2x+Lpl)=x2+1lep;(x)=x?+2x+2são: 

a) L. I. 

b) nem L. I nem L. D. 

c) L. I. se p,(x) p,(x) e p, (x) tiverem as raizes reais. 
d) L. D. 


e) n.r.a. 


67) (MACKENZIE-SP) O valor de 


i 1 1 
+= 4>04> 4.0.4 D———— +...é: 
1.3 3.5 5.7 7.9 (2Qn — Dn + 1) 


l l 


l A B 
+ 


Sugestão: determine duas constantes A e B tais qu —————————— = 
Qn—- DQn+D 2n-1 /2n+1 


a) 1 b) -—1 c) — d)2 e) não sei 


68) (CESCEA-SP) Determine a e b de modo que a expressão: 
| W +58 
ax? — 10x + b 
não dependa de x. Então a + b é igual a: 


a) — 10 b) 10 co) 8 d) não sei 


69) (CESCEM-SP) Seja r(x) uma função racional. Ela pode ser representada de forma única como 


o quociente de dois polinômios primos entre si, 


P ; 
(9) , onde q(x) tem o coeficiente do termo 
x 


de maior grau, unitário. Nestas condições, definimos ordem K de r(x) como: 


K = 5 x grau (q(x)) se grau (p(x)) é grau (q(x)) 
2 x grau de (p(x)) — 1 se grau (p(x)) > grau (q(x)) 
2 — 
Assim, dado o polinômio r(x) = ——— a ordem de r(x) é: 
Xx— 
al b) 2 c) 3 d) 4 os 


70) (CESCEM-SP) P,(x) é um polinômio de grau n tal que: 


P(0) 0, isto é, P(x) =açx"+ax" ! +...(aç * 0) 
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então P,(x) é: 


a) um polinômio de grau n d) uma função transcendente 
b) uma função racional não inteira e) n.r.a. 
c) uma função irracional 


71) (MACKENZIE-SP) O polinômio P(x)=(m — 4x'+ (m? —- 16x? + (m+ 4x+4 é de 
grau 2: 


a) se e somente sem = 4 oum = —4 
b) se e somente se m £ 4: 

c) se e somente se m £ —4 

d) see somente sem *4emf —4 
e) para nenhum valor de m 


72) (U. F.AL) Se os graus dos polinômios f e g são, respectivamente, 2 e 3, o grau do polinômio 
=f?-—- 4gé: 


a) 4 b)3 c)2 d) 1 e) 0 


73) (FUVEST-SP) O grau dos polinômios f, g e h é 3. O número natural n pode ser o grau do poli- 
nômio não nulo f.(g + h) se e somente se: 


a)n=6 b)n=9 coJ0<n<é6 d)3<n<9 J3<xn<6 
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Ras] 


(MACKENZIE-SP) Dados três polinômios de graus 3, 5 e 5, respectivamente: 


a) pode-se somar esses polinômios e o grau da soma é necessariamente 5 

b) pode-se somar esses polinômios e o grau da soma pode ser menor que 5 
c) não se pode somar esses polinômios, porque seus graus são diferentes 

d) não se pode multiplicar esses polinômios, porque seus graus são diferentes 
e) o produto desses polinômios tem grau 75 


75) (CESESP-PE) Sejam f e g dois polinômios não nulos de coeficientes reais. Assinale a alterna- 
tiva correta. 


a) grau (f-g) = grau (f) + grau (g) d) grau (f + e) = grau (f) + grau (g) 
b) grau (1) > grau (fg) e) grau (f + 2) = máx. (grau (f), grau (g)) 
c) grau (f-g) = grau (f) + grau (g) 


76) (F. M. SANTA CASA-SP) Indica-se o grau do polinômio f por àf. Sejam f e g dois polinômios 
tais que Of =2n e dg=n — 1, onde ne IN en >. Ê 
Se na divisão de f por g obtém-se quociente q e resto r, r O, podemos afirmar que: 


a)ô0g=ô0r=n-—1 d)ôgq=n-lejdr<n—l 
bôg=ô0r=n+1 eJôg=n+1leõdr<n-—l 
cJidgq=n-ledr=n-—-2 


77) (CESCEM-SP) Dividindo (x? — 4x? + 7x — 3) por um certo polinômio p(x) obtemos quo- 
ciente (x — 1) e resto (2x — 1). O polinômio p(x) é igual a: 


a) 2x —-3x+2 ; d2xX -3x+1 
bx? —- 3x +2 e) n.r.a. 
ox -x+1 
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78) (ENG. S. CARLOS-USP) Seja Q o quociente e R o resto da divisão de um polinômio A por 
um polinômio B. Então, quando A é dividido por 2B: 


a) o quociente é 2Q e o resto 2R d) o quociente é 2Q e o resto R 


E . Q R ) é R 
b) o quociente é E e o resto e e) o quociente é 2Q e o resto ER 


c) o quociente é 2 eo resto é R 


79) (U. F.PR) Determine m e n de modo que o resto da divisão do polinômio yº — my? + n por 
y* + 3y? seja 5. 


aam=9en=-—sS d)m=4en=5 
bm=9en=s5 eem=-9en=-sS 
Jjm=-4en=-sS 
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— 


(MACKENZIE-SP) Se A(x) = 3(x—-2D(x2-D)-(2x-— 4)(x? +3) 
B(x) 2x -6+(03-x)(x— 4) 

A(x) 

BM) 


F(x) = 


então, para todo x do domínio de F tem-se: 
a) F(x) =x +3 9 FO) =x — 3 


b Ft) = —-x—3 e) n.r.a. 
co) F(x) = —x+3 


81) (PUC-SP) Para que valores de m o resto da divisão de P,(x) = 4x? — 3x? + mx + 1 por 
P,(x) = 2x? — x + 1 é independente de x? 


2 1 3 5 
am =— bm =— )m=— d) m=— e) n.r.a. 
) E ) E ) E ) 3 ) 


82) (U. F.GO) Se o polinômio x? + kx? — 2x + 3 é divisível pelo polinômio x? — x + 1, então 
o quociente é: 


ax —3 b)x+3 co)x-—1l d)x+1 eJx+2 
83) (CESGRANRIO) O polinômio x? + px + q é divisível por x? + 2x + a Os valores de pe q 
são, Tespectivantentes 


a)2es b5e2 dles d) le —10 )3€e6 


84) (F. M. SANTA CASA-SP) O polinômio P,(x) = x) + px + q é divisível por P,(x) = x? + 
+ mx — 1 se: (Obs.: m, p e q são reais.) 


aap=-q?-lem=q )m=-qgep=l+q 
bm? -lI=pem-qg=0 e) n.r.a. 
ciq+p=lem=0 


85) (U. F.SC) A divisão de (xº — 6x — 1) por (mx? + nx + p) apresenta como quociente (x — 3) 
e como resto (x + 5). Os valores de m, n e p são, respectivamente: 


a) (3; 2; 1) b) (2; 1;3) 9 (1:;3;2 d) (2;3; 1) e) (1; 2; 3) 
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86) (F. M. SANTA CASA-SP) Um polinômio P(x) dividido por x — 2 dá resto 3 e dividido por 
x? — 2 dá resto 3x — 1. O resto da divisão de P(x) por (x — 2) (x? — 2) é: 


a) —-x2+3x+1 b) 9X — 3 cox2-3x-l d) 4x? + 2x —3 e) n.r.a. 
87) (PUC-SP) O resto da divisão do polinômio P(x) = 2x* —- 3x + | por gx) =2x— 1,é: 
= bj== je ds + | 
a) — —— o) — —— e) — 
5 5 8 8 


88) (F.G. V.-SP) O resto da divisão do polinômio: 


x0 px pxtpx xo xioxt-x) ox > x+1 


pelo binômio x + 1 é: 
a) O b)1 c) —1 d) 3 e)2 
89) (CESGRANRIO) O resto da divisão do polinômio x!ºº por x + 1 é: 


ax-l b) x og -l d) O e)1 


90) (CESCEA-SP) Sen > | é um número natural, então o polinômio P(x) = 5x" — 4x"! — 1 


é tal que: 
a) P(x) é divisível por x — n d) P(x) é divisível por x? — 1 
b) P(x) é divisível por x + 1 e) P(x) é divisível por x + 2 


c) P(x) é divisível por x — 1 


91) (CESESP-PE) Seja p(x) o polinômio definido por: 
100 E 
px) = Dix 

i=1 


Assinale a alternativa que corresponde ao resto da divisão de p(x) por x — 1. 


a) 1º bi! ce) 0 d)1 e) 5.050 


92) (F. E. E. QUEIROZ-CE) Sabendo que x* + ma?x? — Sa?x + a” é divisível porx — a,a £ 0, 
então m vale: 


a) 1 b)3 c) 5 d) 7 
93) (CESCEA-SP) Os coeficientes a,, a,,...,a, do polinômio: 
P(x)=aç+tax+...+ax 
l 
formam, nesta ordem, uma PG de razão E . Então, o resto da divisão de P(x) por x +2 é: 


a) O se n é impar co)0seaç=1 
b) 0 sen é par : d) não sei 


94) (MACKENZIE-SP) O resto da divisão de p(x) = x?” + 1 (n, número natural não nulo) por 
qx)=x+1é: 


a) sempre O d) 2 se e somente se n for par 
b) sempre 2 e) n.r.a. 
c) O se e somente se n for impar 
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95) (MACKENZIE-SP) O resto da divisão de p(x) = 4x? + 2x? = mx + 5 porx + 2€1. Então, 
m é igual a: 


a) 22 b) —20 c) 20 d) 10 e) —10 


96) (FACESP) Dados os polinômios f=x?+(p-qgx+2peg=x- (p+q) com pe q 
reais, para que ambos os polinômios sejam divisíveis por 3 — x, devemos ter: 


“ap=q=0 bp=q=3 )dp=3,q=0 dp=-0,]q=3 e) n.r.a. 
97) (MACKENZIE-SP) O resto da divisão por x — b do polinômio: 


3 


| x x? x x 
1 a a? a? at 
P(x) = l b b? b* bt | é: 
1 c c2 c3 ct 
l d d? da? dt 


a) (x -a)(x-b)(x = c)(x— d) se abcd x O 

b) em geral, um polinômio não nulo de grau 3 

c) o polinômio nulo, se e somente sea =b=c=d 
d) sempre o polinômio nulo 

e) não sei 


98 


— 


(FATEC-SP) Seja IR[xX] o conjunto dos polinômios com coeficientes reais, pe IRk), 
p=ax? — 3x + b. Se os coeficientes a, —3, b, nesta ordem, formam uma progressão aritmé- 
tica, então o resto da divisão de p por x + 1, em 'IR[x], é: 


a) —3 b) —6 c) 0 d) —1 e 1 
99) (CESCEM-SP) Se P(x) é um polinômio divisível por x — à e por x — b, podemos concluir 
que (x — a) (x — b) divide P(x): 


a) sempre d) desde que a *b 
b) desde que P'(a) = P'(b) = 0 e) n.r.a. 
c) desde que P(a + b) = P(ab) = 0 


100) (U. F.CE) Sejam a, b e c números reais distintos, não nulos, tais que o polinômio p(x) = 
=x? +x +c é dividido exatamente por x —- a e por x — b. Então a + b é igual a: 
a) —1 b)2 c) —2 d) 1 


101) (U. F.BA) Na divisão de um polinômio pelo binômio ax + b, usou-se o dispositivo prático 
de Briot-Ruffini e encontrou-se: 


Os valores de a, b, p, q e r são, respectivamente: 


a) 1, -2,1, —6,6 91,2,1,-4,4 
b1,-2,1,1,4 e) 1,2,-2,1, —6 
0) 1,2,-2,-2, —6 
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102) (CESCEA-SP) O quadro 


1,32 l 0 — 0,52 — 1,626 
1,613568 
l 1,32 1,2224 — 0,012432 


é o dispositivo prático de Briot-Ruffini, da divisão de determinado polinômio P(x) por deter- 
minado binômio linear D(x). Então, o valor de P(x) + D(x) no ponto x = 1 é: 


a) — 1,466 b) —0,826 ol d) —0,332432 e) 0,854 


103) (MACKENZIE-SP) Na divisão do polinômio 5xº' + ax? + bx? + 3x + 1 por x-2, en 
controu-se o quociente 5x* + cx? + dx? + ex + 115. O resto é: 


a) — 229 
b) 229 
- e) —231 
d) 231 
e) impossível de determinar sem conhecer a, b, c, d, e 


104) (CONSART-RJ) O polinômio P(x) que satisfaz a igualdade 
(3x+D- P(x)=3x) + x? —- 6x —2+ P(x) 


é: 

ax) —- 2x — 2 d)x'—- 6x—2 
bx?—-2 (x Dx +x+1) 
q x+3 


105) (ITA-SP) Os valores reais a e b tais que os polinômios x? — 2ax? + (3a + b)x — 3b 
ex)-— (a + 2b)x + 2a sejam divisíveis por x + 1, são: 


a) dois números inteiros positivos 

b) dois números inteiros negativos 

c) números inteiros, sendo que um é positivo e o outro negativo 
d) dois números reais, sendo um racional e o outro irracional 

e) n.r.a. 


106) (F. M. SANTA CASA-SP) O polinômio f =x) + ax? + (a — 18)x + 1 é divisível por x — 1. 
O polinômio g = ax? + bx? + bx + a é um cubo perfeito se b for igual: 


a) 24 b) 18 c) 12 d) 8 e) 6 
107) (PUC-SP) A divisão do polinômio P(x) por x — a fornece o quociente q(x) =x? + x2+x+1 
e o resto P(a) = 1. Sabendo que P(0) = —15, o valor de a é: 


a) 13 b) —13 co) 14 d) —16 e) 16 


108) (CESCEA-SP) As raízes do polinômio P(x) = x' + mx? + nx + psão 1,2 e 3. O quociente 
de P(x) por x — 3 é: 


a)x2+2 bx? -3x+2 o x+3%x-2 d)x2—-2x+1 eJx2-—2 
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109) (U. F.GO) Observação: um polinômio é chamado mônico quando o coeficiente do termo de 
maior grau é 1. 
Seja P(x) um polinômio mônico de grau 2, divisível por x — 1 e assumindo valor 2 em x = 3. 
Seja Q(x) um polinômio mônico de grau 3, divisível por x — 1, divisível por x — 2 e assumin- 
do valor 6 em x = 3. 
O quociente de P(x) por Q(x) é: 

2 1 RE) l 2 


e) 
x-1 x+1 x x—2 6(x — 2) 


10) (FACESP) Para que o polinômio x? + 2x? + (a + Sb)x + (a + 2b) seja divisível por x? — x, 
os valores de a e b devem ser, respectivamente: 
a) -2 e 1 ble2 c)2e-l d) -le —2 e) n.r.a. 


111) (FUMEC-MG) Para que o polinômio 2x* — x) + mx? - nx +12 seja divisível por x? — x — 2, 
devemos ter: 


aam=len=-6 dm=-6en=l 
bbm=-6en=-1 eem=6en=-1 
c)m=6en= 


112) (F.G. V.-SP) Determinando-se m e n de forma que x* — x) — 22x? + mx + n seja divisível 
por x? — 5x — 6, o quociente dessa divisão será: 
a) x? +4x+4 c) x? + 4x — 10 e (x- 3x +34) 
bx] -4 dx) -3x+1 


113) (MACKENZIE-SP) O polinômio P(x) = (cos 0 + xsen 0)" — cosnO — xsennô, ne IN*, é 
divisível por P,(x) = x? + 1: 


n 
a) somente se O < 8 < a d) somente sen O * kn 
nr 
b) somente se = <0xa e) sempre 


c) somente se O £ : + 5 


114) (MACKENZIE-SP) Um polinômio desconhecido, ao ser dividido por x = 1, deixa resto 2 e, 
ao ser dividido por x — 2, deixa resto 1. Então, o resto da divisão desse polinômio por (x — 1) 
(x —- Dé: 
a)x—3 b) -x+3 )x+3 d)x—s e) -x+5 


115) (CESCEA-SP) O coeficiente de x? no polinômio P(x) do terceiro grau que se anula para x = —1 
e tal que dividido separadamente por x — 1, x + 2:e x + 3 deixa sempre resto 10, é: 


5 : 
a) 5 b) 10 ol d) = e) não sei 


116) (PUC-SP) Os restos das divisões de um polinômio P(x) pelos binômios (x + 1), (x — 1) e 
(x — 2) são, respectivamente, 5, — 1, —1. Então o resto da divisão de P(x) por (x + D) (x — 1) 


(x — 2) é: 
a)x?+3x— 1 o)x-3%X+2 eJx2+3%x+3 
bx2+3x+2 d)x?-3x+1 
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117) (ITA-SP) Suponhamos que os polinômios P(x), Q(x), p(x) e q(x) satisfazem as seguintes 
condições: 


P(x) - p(x) + Q(x) - a(x) = 1 para todo x complexo 
P(a(i)) = 0, Q(0) — 0 


Assinale a afirmação correta: 


a) P(x) é divisível por S(x) = x d) p(x) não é divisível por R(x) =x — 1 
b) P(x) e Q(x) não são primos entre si e) p(0) = 0 
e) Q(p(i) = O 


118) (ITA-SP) Seja P(x) =aç+ax+a,x? +a;x)+...+ a,o0X!ºº, onde ap = 1, um poli- 
nômio divisível por (x + 9)!ºº. Nestas condições temos: 


a) a, = 50 +99 . 998 coa, = id e) ER 
2198! 
bias 100! d) PR atra 
2198! 2198! 


119) (UnB-DF) P,(x) e P,(x) são polinômios do 2.º grau que se anulam quando x = 0. O resto da 
divisão de P,(x) por (x — 1) (x + 2) 63x + 1. O resto da divisão de P,(x) por (x + 1) (x + 2) 
é2x—l. 

Então, o quociente da divisão de P,(x) por P,(x) é: 


a) 1 b) 0 cox+1 d) n.r.a. 


120) (PUC-SP) Os valores de a e b de modo que o polinômio P,(x) = x) + ax + b seja divisível pelo 
polinômio P,(x) = (x — 1)? são: 


aa=2eb=-3 Ja=leb=3 eJa=-3eb=2 
ba=3eb=-2 d)a=3eb=-1 

121) (U.F.RS) O máximo divisor comum dos polinômios p(x) =x) + 2x? —- x —- 2eq(xg)=x* + 
+ 3x? — 4 é: 
a) (x+2)(x — 2) o) (x — D(x —2) e) (x-D(x+2) 
b) (x + D(x — 1) d) (x + Dix — 2) 


122) (F.G.V-SP) O máximo divisor comum entre os polinômios 


A(x) =2x? + 5x — 3 
By) =x) +9%?2 +2)xX +27 
C(x) =2x) — x? — 18x + 9 


é: 

a) (x + D)Ox — Dix? — 3x + Dx — 3) 
bx—3 eo (x + 3x — 1) 

c)x+3 


x 
123) (CESCEM-SP) Se p(x)=2x)+x? —- 8x e q(x) =x? — 4, então a é: 
q(x 


a) 2x + 1 d) 2x +1 — 
Xº-=— 4 
b) 2x +5 
is gut 
)2xX+1+ cio 
x — 4 
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124) (CESCEM-SP) Um polinômio de coeficientes inteiros na variável x tem grau. par, seu termo 
independente é impar e o coeficiente do termo de maior grau é igual a 1. Assinale a resposta falsa: 


a) o valor do polinômio para x = O é um número ímpar 

b) o zero não é raiz desse polinômio 

c) o polinômio derivado tem grau impar 

d) o coeficiente do termo de maior grau do polinômio derivado é um número impar 
e) nenhum número par pode ser raiz desse polinômio 


125) (CESGRANRIO) O polinômio x? + 2x? + mx + n é divisível por x? + x +.1. O valor de 
m+neé: 


a) —3 b) —1 og d) 2 e) 3 


126) (EPUSP) Sejam ue y dois números complexos tais queu? — v2=6eu+v=l-i(ieyv 
conjugados de u e v). Então u — v. é igual a: 


a)l-i bil+i 3-3 d)3+3i e) n.r.a. 


127) (U.F. UBERLÂNDIA-MG) O polinômio p(x) = xº' — 3x* + 8x? — 9x + 3 é divisível por: 


a)x—2 bx+1 c) x d)x+2 eJx—1 


128) (FACESP) Se A(x — 1) + (Bx+ C)(x + 1)= 3x(x + 3) é uma identidade, então o valor de 


A+B+Ceé: 
a) 9 b) 12 o) 3 d) 6 e) n.r.a. 
129) (CICE-RJ) Sejaz=x+Hiy,x+y2 X0(12 = asi xe y reais); EA rei cs somente 
se: á 
ax +y)-1=0 dx=0el|z|=1 
bx +y2+1=0 Jy=0elzj=1 


cJy=0ex2+y'=1 


130) (F.C. CHAGAS-SP) O módulo do número complexo z = acta a » onde a e b são números 


a— bi 
reais, é: 
a+b 
a) O bl o 2 d) a? + b? o) — 


EQUAÇÕES ALGÉBRICAS 


131) (PUC-RJ) Sobre as raizes da equação x* - x? + 3x — 3 = 0 podemos afirmar: 


a) nenhuma raiz é real 

b) há uma raiz real e duas imaginárias conjugadas 
c) há três raizes reais cuja soma é 3 

d) hã três raizes reais cuja soma é 1 

e) há três raízes reais cuja soma é —3 
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132) (F.G.V-SP), Sabendo que P(x) = —x* + 11x? — 38x? + 52x — 24 tem uma raiz dupla x = 2, 
o domínio de definição da função f(x) = log[P(x)] é: 
a) lxeR|xH2ex43) d) fxelR|x< —loux>7) 
b) (xeR|2<x<3) elxeR|I<x<20ou2<x<õ6) 
o) (xelR|l<x<6) 


133) (MACKENZIE-SP). Sabe-se que o número complexo i é solução da equação x* — 3x? — 4 = 0. 
Então: 


a) essa equação tem uma solução de multiplicidade 2 
b) as soluções dessa equação formam uma progressão 
c) a equação tem 2 soluções reais irracionais 

d) a equação tem 2 soluções reais racionais 

e) a equação não tem soluções reais 


134) (U.F.RS) O maior número real, cuja soma com o próprio quadrado é igual ao seu cubo, é: 


a) O a 
-1-/3 5 
Pe Sd gatas 
2 2 
1—-0V5 
c) se 


135) (U.F.RS) Se P(x) =x? — 3x? + 2x, o conjunto ÍxelR | P(x) > 0) é: 


a) (0; 1) (0, Du(Z; + 00) 
b) (1; 2) 9 (-0;0) U(l;2 
o (-0; DU; + 0) 


136) (CESGRANRIO) Uma das raizes do polinômio xº + 4x? + x — 6é 1. Com relação às outras 
raízes do polinômio podemos afirmar que: 


a) ambas são negativas d) uma delas é nula 
b) uma é negativa e a outra é positiva e) são complexas com a mesma parte real 
c) ambas são positivas 


137) (PUC-SP) O produto das raizes da equação x(x + D(x +2...(x+9)=06: 


a) 9º d) 45 
b) 9! e) 0 
o) —9 


138) (FATEC-SP) O número 2 é uma das raízes do polinômio P(x) = xº — 6x? + 3x + m, onde 
me IR. Quanto às raízes reais de P(x), podemos afirmar que: 


a) sua soma é —4 

b) o quadrado da sua soma é 30 

c) a soma de seus quadrados é 36 

d) formam uma progressão geométrica 
e) formam uma progressão aritmética 
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139) (CESGRANRIO) Dada a equação xº — 13x* + 36 = 0, tem-se que: 


a) admite 4 raizes reais irracionais 

b) admite 8 raízes reais 

c) não admite raízes reais 

d) admite 4 raízes reais inteiras 

e) as 4 afirmativas anteriores são falsas 


- 6-5 A B 
140) (ITA-SP) Se ——H & 4 
x*—-5Sx2+6x x—-a x-b x-—-c 


são raizes da equação x? — 5x? + 6x = 0, então: 


+ onde A, Be Csão reaisea, bec 


a) A 2,B=-1eC=0 d)A=5,B=2€eC=1 
bDA=2,B=4€eC=1 e) n.r.a. 
JA=1,B=-3JeC=2 


141) (EPUSP) O polinômio 


x!80 + (sen 1º + cos 1º)x!7º + (sen 1º + cos 1º) (sen 2º + cos 2º)x!78 + 
+ (sen 1º + cos 1º) (sen 2º + cos 2º) (sen 3º + cos 3)x!77 4... 

a) tem o produto das raízes igual a 1 

b) admite zero como raiz simples 

c) admite zero como raiz de multiplicidade 46 


d) não admite raizes reais 
e) n.r.a. 


142) (CESCEM-SP) Os valores de m e n a fim de que a equação 


Vo Setas ta do tm Sat (mn + 2x + (5 —- men) = 0 admita 


duas, e apenas duas raízes nulas, são, respectivamente: 


5 5 5 
a) — e —S b) -5e3 )j—e3 d) —-Se —l eJ—e -—l 
13 ) de ) 3 


143) (CESCEA-SP) Sabendo-se que um polinômio P(x) do 4.º grau é divisível por (x — 2)? e que 
P(C) = —-8 e P(l) = —3, 0 valor de P(3) é: 


a) 10 b) —8 c) 6 d) 7 e) 3 


144) (EPUSP) Qual é o coeficiente de x"*! no polinômio xº*3 + axº*2 4... cujos zeros são O com 
multiplicidade 3, 2 com multiplicidade nº 


a) O b) 2n c) 2n(n + 1) d)2n(n— 1) e) n.r.a. 


145) (ITA-SP) A equação x" — 1 = 0, onde n é um número natural maior do que. 5, tem: 
a) | raiz positiva, 1 raiz negativa e (n — 2) raízes imaginárias quando n é par 
b) 1 raiz positiva, (n — 1) raizes não reais quando n é par 
c) 1 raiz negativa, (n — 1) raízes imaginárias quando n é ímpar 
d) 1 raiz positiva, 1 raiz negativa e (n — 2) raízes imaginárias quando n é um número natural 
qualquer 
e) n.r.a, 
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146) (MACKENZIE-SP) Dado o polinômio P(x) = x" — 1,n e IN*,cujas raizes são 1,a, b,c,...,t, 


então (1 -a)(l-b(I-o...(I — t) vale: 


a) n, somente se o grau do polinômio for par 
b) n, somente se o grau do polinômio for impar 


c) 2n, somente se o grau do polinômio for impar 
d) 3n, somente se o grau do polinômio for impar 


e) n, qualquer que seja o grau do polinômio 


147) (PUC-SP) Sobre um polinômio na indeterminada x de coeficientes inteiros e de grau no má- 
ximo n que se anula para n + | valores distintos de x, pode-se afirmar: 


a) é constante d) é identicamente nulo 
b) é de grau impar e) n.r.a. 


c) é de grau par 


148) (ITA-SP) Seja z; um número complexo, solução da equação (z + 1)º + 2º =0,k =0,1,2,3,4. 


Podemos afirmar que: 


a) todos os z, (para k = 0, 1, 2, 3, 4) estão sobre uma circunferência 
b) todos os z, estão sobre uma reta paralela ao eixo real 
c) todos os z, estão sobre uma reta paralela ao eixo imaginário 


d) a equação não admite solução 
e) n.r.a. 


149) (FATEC-SP) O polinômio xº + 6x? + IZx + 8: 


a) tem uma raiz real com multiplicidade 3 
b) tem três raízes reais distintas entre si 
c) tem duas raizes complexas e não reais 


d) tem exatamente uma raiz complexa e não real 


e) não tem raízes reais 


150) (MOJI-SP) A equação x* + px? + 3x? + qx — 4 = 0 admite a raiz 2 com multiplicidade 


superior a 1. Então: 


aap=4eq=4 d) p 
bp=-4Seq=-4 sp 
co)p=-4eq=4 


151) (F.F.C.L.-USP) Para que a equação xº — (4 + 
tenha uma raiz dupla igual a 2, devemos ter: 


—-Z2eqg=-2 
Z2eqgq=-2 


mx? + (4 + 4m)x — 4m = 0, onde melR, 


a) m *2 d)m<3 
bm=2 e) n.r.a. 
om >0 


152) (F.M. SANTA CASA-SP) Os valores de p e q para os quais a equação 


3 


4 8 
a)3e4 b— e —8 c4e —— 
j 3 à 3 


. — 2x? + px + q = 0 admite uma raiz de multiplicidade 3 são, respectivamente: 


1 
d)—-— e 4 e) n.r.a. 
) 5 ) 
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153) (MACKENZIE-SP) Os números complexos 1 + i,l +i?e2 — ii são raizes do polinômio P 
de coeficientes reais. Podemos afirmar que O grau de P é, necessariamente: 


a) par d) maior ou igual a quatro 


b) ímpar e) igual a três 
c) maior ou igual a seis 


154) (F.C. CHAGAS-SP) Seo número complexo 2 + i é uma das raízes da equação x? + kx +t=0, 
onde k e t são reais, o valor de k + t é: 


a) —2 b) —1 c)0 d) 2 el 


155) (MACKENZIE-SP) Uma das raízes da equação x? + ax + 2b =0,a ebreais,é | — (Zi. 
Os valores de a e b são, respectivamente: 


3 2 
Wosidieio, se 
3 3 
Bjs sa 
3 
apr 


156) (FUVEST-SP) A equação x) + mx? + 2x+n =0, onde m e n são números reais, admite 
1 + i (sendo i a unidade imaginária) como raiz. Então m e n valem, respectivamente: 


a)2€e2 d)2e —2 
b)2€e0 e) -2€e0 
c0€2 


157) (CESCEM-SP) O número 2 + 3i é raiz da equação x? + bx + c = 0, com be c reais. Podemos 
então afirmar que: 


a) ce é um número ímpar d) be c não estão univocamente determinados 
b) b é um número irracional e) b é um número impar 
c) c é um número irracional 


158) (U.F.RS) Seos números —3,a e b são as raízes da equação x) + 5x? — 2x — 24 = 0,0 valor 
dea+bé: 


a) —6 b) —2 co) -—1 d) 2 e) 6 


159) (MACKENZIE-SP) A equação x* — Sx + 4 = 0 admite a raiz 1. Se a e b correspondem às 
outras raizes, o valor de a + b é: 


a) +1 b) 1 o) —5 ds e) —4 


160) (U.F.MG) A média aritmética das raízes da equação xº + 2x? — 3x = 0 é: 


2 1 1 
—1 b -— pira, S— 
a) — ) 3 co 0 a der 


161) (PUC-SP) Qualéa raiz real de 3xº — 7x? + 8x — 2 = 0, se uma de suas raízes é | — i? 


1 1 2 
ni Bj d+ d) —3 e) -1 
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162) (CESGRANRIO) O produto de duas das raízes da equação 2xº — 19x? + 37x — 14 = 0 
é 1. A soma das duas maiores raízes da equação é: 


a) 7 b) 8 9 d) 19/2 e) 19 
163) (U.F. UBERLÂNDIA-MG) O número 2 + 3i é raiz da equação x? + bx + c =0, com b 
e e reais. Podemos, então, afirmar que: 


a) b é um número irracional 
b) c é um número imaginário puro 
c) c é um número irracional 
d) c é um número ímpar 
e) e é um número par 
164) (CESGRANRIO) As raízes da equação x? + bx + 47 = 0 são inteiras. Podemos afirmar que: 


a) a diferença entre as duas raizes tem módulo 46 
b) a soma das duas raízes tem módulo 2 

c) b é positivo 

d) o módulo da soma das duas raízes é igual a 94 
e) b é negativo 


165) (MACKENZIE-SP) Sejam a e b as raízes da equação x? — 3kx + k? = 0, tais que 
a2 + b? = 1,75. O valor de k? é: 


a) (1,75)? b) 17,5 c) 175 d) 0,5 e) 0,25 


166) (MACKENZIE-SP) Um valor de k para o qual uma das raizes da equação x? — 3kx + Sk = 0 
é o dobro da outra é: 


5 5 
a) — b) 2 o —s d) —2 e) — 
) 5 ) ) ) ) T 
167) (F.M. SANTA CASA-SP) Seja a equação x* + x? + kx + t = 0, onde k e t são coeficientes 
reais. Se o complexo 1 — 2i é uma das raizes dessa equação, o produto das três raízes é: 
a) — 15 b) —12 c) —9 d) 9 e) 15 
168) (CESGRANRIO) Se 7 +az'”!+...+a-,z+a, é um polinômio com coeficientes 


complexos, cujas raízes são todas de módulo menor do que 1, podemos afirmar que: 


a) la|=1 bja|<l o) ltal>1 d) Ja, |=0 e) las | 40 


169) (UNESP) As três raizes da equação x? — 12x? + mx — 8 = 0 estão em progressão aritmética. 
Então: 


a) m = 26 b) m = 28 ce) m = 30 d) m =32 jm =34 


170) (ITA-SP) Considere a equação xº* + px? + qx+r =o0, de coeficientes reais, cujas raízes 
estão em progressão geométrica. Qual das relações é verdadeira? 


a) p? = rq b2p+r=q c) 3p? = r?q d) p' = rq” e) q' =rpº 
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171) (ITA-SP) Sendo aclRea> I,o valor real de m para o qual a equação 
xº* — 9x? + (loga” + 8)x — loga” = o 


tenha raízes em progressão aritmética, é dado por: 


9 
a)m = loga — 8 oum = —9 d)m = - —loga 
b)m = loga —9 8 
co) m = 15/og,a e) n.r.a. 


172) (FEI-SP) Sendo a, b e c as raízes da equação 2x? — 3x? + 5x + 1 =.0, o valor da expressão 
a2b? + bZc? 4 c?a? é: 


3 
a) 19 b) 31 o) — d) — e) n.r.a: 
) ) Er br ) 


173) (MACKENZIE-SP) O determinante da matriz 


a a —C 
0 b c 
l [y) l 


onde a, b e c são as raizes da equação xº — 5x2? + 4 =0é: 


a) -—1 b) 0 o! d) 2 e) 3 


174) (IT* SP) Sea,becsão as raizes da equação x) — rx + 20 = 0, onde r é um número real, o 


valor de a? + b' +c' é: 


a) —60 b) 62 +r co) 62 +11? d) 62 +17º 62 -—r 


l l 1 g 
175) (ITA-SP) Seja M = 2» pr 5 Pg onde a, be c são as raízes da equação 
a c 
x — (3x + 54 =0. Então: 


5 
a) log, M é um número irracional d) log,M = — o 
b) log; M é um número primo e) n.r.a. 
5 
c) log;M = E 


176) (FATEC-SP) Sabe-se que x,, x, e —2 são as raizes da equação 
2% +(4-mx?+x+4m+2=0 


i | 
onde me IR. Se — + — = —l, então: 
XX, 


1 1 
aam=-l Riso o)m=1 q ma e) n.r.a. 
177) (ITA-SP) Se as dimensões, em centímetro, de um paralelepípedo reto-retangular são dadas 
pelas raízes da equação 24x) — 26x? + 9x — 1 = 0, então o comprimento da diagonal é igual a: 


a) 7/12cm b) 9/24 cm c) 24/12 em j d) /61/12cm e /73/2cm 
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178) (U.F.MG) Sea,bec são as raízes da equação xº* + x — 1 =0, então log (+ + ” + =) 


a Cc 
é igual a: 
a) -1 b) 0 o 1 2 e) nr.a. 


179) (ITA)-SP) Sendo a, b, ce das raizes da equação 2x! — 7x3 + 9x? —- x 4+2= 0, podemos 
afirmar que: 


aba,b, ce d são reais positivas 
Rui 13 

b) AS dom 

c)a,b, ce d não são reais 


1 1 l 
+ — é a soma das raízes 


d) de E sa 
bed acd abd abc 


e) n.r.a. 


180) (F.M. SANTA CASA-SP) Sejam x,, x, e x, as raizes da equação x) — 2x2 + x + 1 = 0. Uma 


outra equação do terceiro grau, cujas raízes são y, =X, *X,,), XX CY, = XX, É: 
ajy)-y2-2y+1=0 d)y'-y"-2y-1=0 
by'+y?+2y-1=0 e) n.r.a. 


co) —2y' > y2 +y+1=0 


181) (CESCEM-SP) Dentre as frações + 2 ES Es E SE sa dd E Ea podem ser raízes da 


equação l6xº +ax'+bx*+cx+dx +ex+45=0(a,be dee inteiros) 


3 5 9 7 3. 11 5 7 13 5 
a)— e — b)—e— co)—e— d — e— )—e— 
dr 8 ET: 8 1 13 Tm 12 e n 


182) (PUC-SP) Qual dos números abaixo é raiz da equação 15x) + 7x2 > 7x +1=0? 


7 I 2 3 l 
a) — bb — co) — d) — eo) — 
E: 5 de dr 3 


183) (ITA-SP) Calculando as raízes simples e múltiplas da equação 
x —- 3x +6x—- 3x2 —-3x+2=0 
podemos afirmar que esta equação tem: 


a) uma raiz simples, duas duplas e uma tripla 
b) uma raiz simples, uma dupla e uma tripla 
c) duas raízes simples, uma dupla e uma tripla 
d) duas raizes simples e duas duplas 

e) duas raízes simples e uma tripla 


184) (F.M. ABC-SP) A equação algébrica do terceiro grau, a coeficientes inteiros, da qual —l e 
E EA E 
são raizes é: 


a)x*—-1=0 “"“JÉLM-I=0 x -x+x=0 
bx) +1=0 dx +2x-—1=0 
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185) (CESCEM-SP) Um polinômio de coeficientes inteiros tem uma raiz dupla igual a a + vb. 
onde a e b são números primos. Podemos concluir que este polinômio: 


a) tem grau 2 d) admite pelo menos uma raiz complexa 
b) tem grau pelo menos 4 e) não existe 
c) tem uma única raiz complexa dupla 


186) (MACKENZIE-SP) Considere as afirmações: 


(1) Qualquer raiz racional da equação x) + 3x? — 3x — 9 = 0 é inteira. 
(II) O menor grau da equação polinomial de coeficientes reais, que admite as raízes 3, 2 +i 
e-i,é5. . 
(II) Toda equação polinomial da forma ax* + bx) + cx? + dx + e = 0,de coeficientes reais 
e a * 0, necessariamente possui raiz real. 


Então: 


a) todas as afirmações são verdadeiras 

b) somente as afirmações 1 e II são verdadeiras 
c) somente I e III são verdadeiras 

d) somente II e III são verdadeiras 

e) nenhuma afirmação é verdadeira 


187) (PUC-SP) Os valores de a, b e c, de modo que a equação: 
xº+8ax'+(b-2x*+(4da+b+cx'+2ax+(b-2a)x-—-1=0 
seja reciproca, são: 


aaa=l;b=3;c d)a = — 


ves sb=1;c=3 
2 . 


ba=l;b=2;c 


|] 
tm 


;b=3;c=-1 


l 

2 

1 
Ja=-— 
) 2 


pi pe pel 
2 


188) (ITA-SP) O valor absoluto da soma das duas menores raizes da equação: 


2 1 l 

X+—=+xt— = 
x? x 

Pinto (1 


2 b) 3 
a) ) c 2 


d) 4 e) n.r.a. 


189) (ITA-SP) Os valores reais de a e b, para os quais as equações x? + ax? + 18 =0exº + bx + 
+ 12 = 0 tem duas raízes comuns, são: 


aaa=l;b=2 Ja=5;b=3 é) n.r.a. 
ba=-l,b=4 d)a=-4; b=1 


190) (MACKENZIE-SP) As equações kxº-x?-x—-(k+1)=0 e kx-x-—(k+1)=0, 
(k e IR*), possuem uma raiz comum: 


a) somente se k = —1 d) qualquer que seja k £ O 
b) somente se k = 3 e) n.r.a. 
c) somente se k = 4 
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191) (F.C. CHAGAS-SP) Seas equações xº'+ax+b=0€ex?+x-2=0têmduas soluções 
comuns, os números a e b são tais que: 


aa+b=1 ba-b>4 O d) (a-b1=5 e) logb! > 0 


192) (F.F.C.L.-USP) Se(x-—-a) émdc de P(x) =x" +ax"1!+...+ an-,jx+a, e de 


Qx) =nx"! +(n- Dax2+...+a,.,, então: 
a) « é raiz simples de P(x) d) « não é raiz de P(x) 
b) a é raiz dupla de P(x) e) n.r.a. 


c) a é raiz tripla de P(x) 


193) (CESCEM-SP) O gráfico abaixo é o de um polinômio cujas raízes reais estão todas no trecho 
desenhado. Esse polinômio: 


y 


a) pode ser do 3.º grau 

b) pode ser do 5.º grau 

c) pode ser do 6.º grau 

d) pode ser quadrado perfeito 
e) n.r.a. 


194) (PUC-RS) O gráfico da figura é de uma 
função f: IR > IR, em que f(x) é um poli- 
nômio do terceiro grau. Para f(x), afirma- 
mos: 


(1) O termo independente é igual a 2. 
(II) Suas raízes são —2,2 e 1. 
(III) Suas raizes são —2, —-2 e 1. 
(IV) Suas raízes são —2, 1 e 1. 


Está(ão) correta(s) a(s) afirmativa(s): 
a) HI b) cjlel d)Ie HI ele Iv 


195) (CESCEM-SP) Sobre o polinômio P(x), de grau 3, cujo gráfico está esboçado na figura, fazemos 
as afirmações: 


(D P(x) tem uma raiz igual a —2, uma raiz igual a 3 e uma raiz imaginária. 
(ID) P(x) tem termo independente igual a —3. 
(II) P(x) tem uma raiz real e duas imaginárias. 


Podemos dizer que: 


a) somente I é correta 

b) somente II é correta 

c) somente III é correta 

d) apenas 1 e II são corretas 
e) apenas II e III são corretas 
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. 3 1 
196) (PUC-CAMPINAS-SP) O polinômio P(x) = x* — x! — Ea x +x— E tem: 


a) duas raizes reais no intervalo fechado [1; 3] 
b) duas raízes reais no intervalo fechado [—1; 0] 


2 
c) pelo menos uma raiz real no intervalo aberto o: a] 


d) pelo menos uma raiz real no intervalo aberto 2; 3[ 
e) n.r.a. 


197) (ITA-SP) A equação 3x — x) + 2x2 + x — | =0 possui: 


a) três raizes imaginárias e duas reais 
b) pelo menos uma raiz real positiva 
c) todas as raízes inteiras 

d) uma raiz imaginária 

e) n.r.a. 


198) (CEUB-DF) Determine m de modo que a equação xº — 2x* + 3x? — 5x? + x + (m — 3) =0 
tenha ao menos uma raiz real compreendida entre O e 2: 


a) -I<xm<4 b) -5<m<5 co) -2<xm<2 d) -3<m<3 
199) (F.M. SANTA CASA-SP) Admitamos P(x) = ax" + aq-,Xº"! +... + aç um polinômio de 


coeficientes reais que tem apenas raízes imaginárias. Então, para um intervalo aberto qualquer 
Ja; b[, onde a e b são reais, temos: ; 


a) P(a) + P(b) = 0 d) P(a) n 
“b) P(a)- P(b) < 0 P(b) 
c) P(a) - P(b) > 0 e) n.r.a. 


200) (ITA-SP). O-conjunto dos valores de k para os quais f(x) = x) — 2x? + 3x — k tem uma ou 
três raízes reais entre 1 e 2 é: 


a)k<2 bi<k<2 co)2>kouk>6 d) k>7 e) n.r.a. 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


CAPÍTULO 1 

1.7) dd E 3i) 
bs=(- o 1/5) 
o) S=[- — à; d) 
d)S=([- a — di; 4i) 


L89)a)S=(+i;l-i) 
1 e 
ps-[2+5i2 2! 


)S=[3+2%/7;3-2/7) 
d)S=(5+i/15;5-1/15) 
a Ei 


l 
19 s= (> 5 + ua 
2 2 2 2 


1.10) Faça as substituições. 


114) a) (— 1; 2) e) (12; — 16) 
b)(—1;5) D(- 24;8) 
c) (6; — 10) g)(-3;—4) 
d) (30; 18) 

LI a)a=0y => bx=5;y=-2 


LI6) a) z=(—5:5) 


pz=(1:-5) 
)z=1; 2 


LINS=(2;-D;(—2; 2) 

12 —S 1 1 
- E O b(—;0 0; — — 
149) (55: 5) (5:9) o (6-5) 
1.20) a) (5: 3) b) (0; — 1) c) (0; 1) 
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—b 
1.21) O inverso dez =(a;b) é z !t=(c; d) (= E pn o) 


Então: 


ed=-""—. 
a? + b? a? + b? 


a? + db] [e + dj=[a2 + b]- [E E dá e E 


Da definição de igualdade, vem que c= 


[per EH] E a 
(a + br] (sb 


12) z=(—6;6) 


CAPÍTULO 2 
211) a) 4+ 4 )-27+5 e) 16 + 28i 
b) —-4- 18i d) —s f) 28 — 30i 
2.12) a) — 243 b) —4 c) — 8i d) — Ri 
3 
213) a) x=+2 bxx2ex*-—2 Ea 


219) x2+y2%0 


215) a)a>5 b -3<a<3 )Ja<x-3ou3<xa<s 
216) a)x=lley=-—1 d(x=5ev-1) ou (x--Sey=—1 
21) a) x=-3 b) Não existe x. 

218) a)z=2+iouz=-2-i z--3ouz=5+ O amoo E, 
21) a)z=l+ivfouz=1-i/2 bz=-7+iouz=-7-i 


2.20) Seja x = yi, (y + 0), O imaginário puro raiz da equação. Então: 
(gy)? + (a +b)yi+c+di=0 
—-y?+ayi—-by+c+di=0 

(-y -by+o+(ay+ di=0+0 


Portanto: 
FRA (D 
ay+d=0 (11) 
d Es 
De (ID, y = — —; substituindo em (D): 
a 
dy d 
(-S) -o(-D)se-o= a + abd + a?c = 0 
a a 


Logo: abd = d? — aZc. 
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3 1 
220 0 Dai y)-/2+iv7 


2.22) a + bi =senacosa — isen?a+icos?a— iZsenacosa 
a+bi =(2senacosa) + (cos? a — sen? a)ji 
a+bi=sen2Za-+icos 2a 
Então: a = sen2x e b =cos2a; 
logo: a? + b? = sen? 2a + cos? 2a = 1, VaelR. 


23z=(I+iteo)(l-itgo)=1I-itg'a 

z=(|+tg'0)+0=sec?a+ O 

Então: Im(z) = 0 e Re(z) = sec? a. 

Como, na Trigonometria, seca < — 1 ou seca > 1, temos sec? a > 1, isto é, Re(z) > 1. 


226) a) -1 di 
b) ci 2-3 
E! f) — 16384 
22N a A=+1 )A=ti 
bA=l+i;j-l+i;-l-i;l-i 


2.28) um só valor (A = 0) 


229) a) m+n=4k,kez bm-n=4%«+3, keZ 
7 4 
23) a) — + —i d) i 
) E: 13 ) 
7. 3. ; 
b— -—i )V3+9)+(/3-D2i 
Io 10 , 
4 3. 
o) =p Si -3+3 
) Eos 3) 
i l | | 2 
2.38) a) — bb— —- —i co —-— ——i d) cosx — isenx 
) 3 5 2 ! 5 5 ! 
239) a)x= +22 b)x*-S x42/Zexá —-2/2 


2.40) ac = — bd e bc * ad 


241) w = —-iouw=4i 
2.42) zZ+1 = id E 
Zz cosa + isena 


cos? q 
cos?a + 2icosasena — sen?a + 1 


cosa + isena 
(2 cos? a + 2icosasen q) (cosa — isen a) 


(cos a + isen a) (cosa — isen a) 


2cos'a — 2icos?asena + 2icos?asena + 2cosasen?a 


cos? a + sen? a 


= 2cosa(cos?a + sen?a) + Oi =2cosaelR 
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l+z l+sena+icosa. 


| +sena--icosa. 


l+sena+icosa | 
Il +sena+ticosa 


[d + sena) +icosa) 
(1 + sena)? + cos? a 


I+2sena+senZa+2(I +senajicosa — cos?a 


— N+2sena+sena-(l-—sen?a) +2(1+sengjicosa 


— 2sena + 2sen?a 
2(1 + sena) 


24) a)z=—-4-i 


l+2sena+sen?a+cos?a 


| 


2+2senga 


2(l + senajicosa 


2(l + sena) 


d)z=a(l+i), VaelR 


245) a)z=4-i 


13 13 
2.46) a) 4- 2i co 5-5 ei 
b4-2i d) 5-5 fi 
2.47) Sejam z =a +biez,=c+di,a,b, ced reais. 
l)Zz+m=(a+b)+(c+d)=(a +09) +b+áai= 
=(a+o)-(b+di=a+c-bi-di= 
=(a-b)+(c-d)=Z+2Z 
2)z*z =(a+b)(c+di)=ac+adi + bei — bd = 
=(ac— bd) + (ad + bo)i = (ac — bd) — (ad + boi 
ZºZ=(8+b)-(c+ di) = (a-bi)(c- di)= 
= ac — adi — bei — bd = (ac — bd) — (ad + boi 
Logo: Z, *Z, =7Z *Z, 
50-03 -EEES EEE 
Z, c+ di (c + di) (c — di) c+d? o 
-[tMa , dead] eta De ad 
c2 + d? ce? + d? c? + d? EEEA 
Z aFb a-bi (a-bilc+ di) 
Z Cr cd te-d)crd) 
- dctadi bei +bd ac+bd | be-=ad 
ci + d? e? +d? ct + d? 
Logo: (2) - E, 2,40 
Z; Zz 
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=sena+icosa=z 


2.48) Utilizando o Princípio da Indução Matemática, temos: 
Teorema 1: a igualdade se verifica para n = 0, pois: 
Q=I=ietg =1 


Teorema 2: admitindo que a igualdade é verdadeira para n, vamos provar que é verdadeira 
para n+4 l,isto é: 


= =D = mt! 


Err) =! 


Está então provado que (z") = (z)". 
249)2G+IM =20) +30) = + = +37 =arbica-bi 


2.50) Como z é raiz, temos az? + fz + y = 0. Substituindo no primeiro membro da equação dada 
x por z, temos: 


am +Br+y=az)+Br+y = +Bz+7=u2 +fPz+y=-0=0 


Logo: Z é raiz de (E). 


CAPÍTULO 3 


3.2) 


3.3) O lugar é a reunião das bissetrizes dos qua- 
drantes pares e ímpares, excetuando-se a 
origem O. 
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3.4) 


Elipse da equação 


2 2 
ES 
16 4 

3.12) a) 25 b) 26 c) 10 d) 16 


3.13) 


3.14) a) o ponto de coordenadas (— 3; 4) 
b) reta de equação 4x + 6y — 5 =0 
c) circunferência de centro C(l; — 2) e raio r=2 
d) circulo de centro C(l; — 2) e raio r=2 


3.15) 


316) |z|=2/2 
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3.17) Re (=) = 4 
w 


3.20) Escrevendo |z — w | como |z + (— w)| e utilizando a desigualdade triangular, temos: 


lz-wl=|z+(-wl|<|z|+|-w| 
Assim, 
lz-w|<l|zl+[(-1D-w] 
lz>wi<l|zl+|-1]-|w] 
Logo: |z-w|<l|z|+|vw| 
3.21) Pela desigualdade triangular, podemos escrever: 
luz+iz+z)|<|al+|z+2| (1 
e 
Im +zl<Izi+|z| (11) 


Somando membro a membro (I) e (Il), temos: 
lna+g+z)|+|z+zm|<|z|+ Im +zl+izl+ [zs | 


Logo: lz+m+2z|<lul+|m|+Iz| 


CAPÍTULO 4 
4.1) a) z =3(cos0 + isen0) e)z =cosn +isenn 
bz =2(c0s5 + isenã) D2= v2(cos dE + isen dE) 
92 = 5(cos T+ isenT) 2 =4(cos Es isen dE) 
02 = 6(cos E pisen ZE) 2 =3V2(cos TE 4 isen E) 


4) a)2=3+3/3i 
b) z 


Il 
I 
w 
| 


c) z 
4.3) Escrevendo z = p(cos O + isen 6), temos: x? = p?(cos O + isen O)? = p?(cos? 8 — sen? O + 

+ic2senô «cos 6). 

Como cos? 0 — sen? 8 = cos 20 e 2senf cos 8 = sen 28, vem: 

z? = p?(cos 20 + isen 20) 

Logo: o argumento de z? é 20. 
4.4) Sejam z, = p(cos0, +isen6,) e z, = p(cos0, + isen0,). 

Como 8, = 27 — 8,, podemos escrever: 

z; = plcos(2r — 0,)) +isen(2x — 0)] 
Mas, cos(2x — 8,) = cos 0, e sen(2n — 0,) = — sen8,. 


Então: Z, = plcos6, +i(— sen0))] = pcos0, — ipsen6, =2Z, 
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CAPÍTULO 5 


i 1 3 
aÃ ER - = En SERES ti a E 
/5.5)a)2 i :: b1 4º) 32 d) TI + ET i 


5.6) - 2 - V2i 
5.7) a) Sendo z = cos + isen 60, temos z* =cos30 + isen30 e, também: 
z? = (cos0 + isen0)* = 


cos*0 + 3icos? 0 sen0 + 3i2cosBsen? 0 +ilsen'6 = 
= (cos*0 — 3cos8 sen? 0) + i(3cos? 0 sen 6 — sen? 0) 


Então: 


cos 38 = cos? 8 — 3 cos 8 sen? 6 
sen? 0 = 3cos? 8 sen O — sen? O 


b) sen 40 = 4sen 8 cos O(cos? O — sen? 8); cos 40 = cost O + sen? O — 6 sen? O cos? O 


5.8) Sendo (1 + 1) = VI (cos = +isen =, temos: 


d+ =(/2 (cos - +isen =) 


Para que (1 + i)º seja imaginário puro, devemos ter cos = = 0; logo, = = - + kz, donde 


n l ; E ã 
= Es +ke, assim, n=2 + 4k, expressão que representa termos de uma PA de razão 


r=4. 
5.9) a) 6 b)3 
5.10) a) 3 b) 9 


5.15) a) +(/6 +15) 
b) 3 
o) +v2+v2i 


5.16) a)2i; + /3-i 


1 
RR po ae 
2 2 
3 3/3 
amas=|n-D4 O ney 


5.18) —4+43i 
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Sus 3 
549 3 (cs E pisen E) ER CR 
2 2 

3 3/3 
a(cos Ep isen =) ERR SR 2 

2 2 

( liz =) 3/3 3. 
3|cos—— +isen =D". —- —i 

6 2 2 

5.20) 


CAPÍTULO 6 


6.6) f(2) = 
6) fl+2)=-—-12-2i 
6.8) 2 é raiz 


69)a=2,b=-lec=-3 
giras os É 

2 

6.11) zero 


61)a=-leb=0 


6.13) Temos, sucessivamente: 


a b a b/x +x,Y a/x +xY 
rode Ge oe Ab (E) (E) ] 


A 3 2 

2 ; 3 
Eq +x) + 78 +x) = Po é e Pa te RS 
2 z 2 3 4 


2 
Eras o Metade 42 meg talo 
3 4 2 2 


alx;i(x — x) — x,(x2 —> xD] + b(x, — x,)) = 0 
e, sendo x, É x,: 
alxi(x, + x) —x(x +x)l+b(x, —x,) =0 
ali, + x)(x —x)+b(x, — x) =0 
a(x, +x)+b=0, etc. 
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CAPÍTULO 7 
18)a=8,b=-9ec=8 


719)a2xº—- 1 + 6x —- 3x —- x2- 2x +41 
bx -x!- 4 +3kx+1 


110) PO) =3 PD)=2ePD=1 
b) d[PO)] = [PQ — x) 
ofP() + x, «PQ -x]=2 
àfx « P(2 — x)] < ô [PÇ] 


e daí: ofP(x)] = 1 


h. ox, -PO]=2>9P2-n=1 


71) 3<xn<6 
71) b=3,c=d=2 


7.13) Efetue as operações. 


16 16 
Ji)a=—eb=— 
3 9 
7.15) 1.º) Desenvolva os quadrados e aplique o resultado do exercício 7.4: = = Ea 


2.º) Aplique o item 1.º. 


7.16) Observe que a soma S, dos n primeiros termos de uma PA é um polinômio em n; identifique-o 


l 1 
com —n?. Dali; a, =— er=1. 
2 2 
: 1 l l ; so 
717 g(x) = ER + e + Era veja exercício 7.3. 


l 1 
7.18) P(x) = E x — ido veja exercício 7.3. 


720) (p=0eq=0ou(p=leqgq=-2) 


7.21) Substitua x por 1,2,3 e 4; dai A=1,B=6,C=7eD=l. 
1 1 

712) A=-—-—eB=C=— 
3 3 


723) A = eB-—— 
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7.24) Sejam: p(x) = ax" +... e dy) = ba” +... 
Como pí(x) e q(x) não são nulos, tem-se an £ 0 e by * 0. 


O coeficiente de x"*" em p(x) - q(x) é am * ba € am “ba É O, pois am É 0 € b, + 0. Então, 
píx) - q(x) não é nulo. 


7.25) Sejam: p(x) = apr ax +... taxi +..qm=b+bx+..+bx'+..e ho) =c + 
+ex+..+ex+.. 


O coeficiente de x' em p(x) -q(x) é u; = agbi+a,b;-, +... + ado. 
O coeficiente de x' em [p(x) - q(x)) « h(x) é: 
D uica-i = UC + UC + o + UnG = 
to = aoboCa + (ab, + a,bo)Cn-, + -:. + (aoba + -.. + anboco 
Obtém-se, assim, uma soma da forma » a 
jtjat ja=n 


Se calcularmos o coeficiente de x no produto p(x) « [a(x) - h(x)], chegaremos ao mesmo resultado. 


7.26) Sejam p(x) = ap tax +.., qm) =bo +bx+... eh(x) =c +Cx+.. 
O coeficiente de x' em: 


1.º) pls) + h(x) é D aci 
E 


=0 


2º) als) + b(x) é E bico 


k=0 


3.º) p(x) * h(x) + q(x) - h(x) é D (aci + bici-) 


fe iguais, pois em 
; € vale a distri- 
4.º) [plo + q) + h(x) é D (a + bocia putmaade 
k=0 
3º +1 


7.27) Substitua x por le — 1: 


CAPÍTULO 8 


8.9) a) Q(x) =x — 4€e R(x) = 3x + 2 
b Qi) =x) —-x2+5x—7e R(x) = llx-— 10 
co) Q(x) =2x2 + 3x + Ile R(x)=25x—S 
d) Q(W) =x? + x —-2e R(x)=0 
810) a =4e b=6 
Ea Se psd 
8i)m=5eq=0 


8.13) a)x?—-ax+(a2 —-a-— 2 bb=-a?+3a+2ec=-—2a22+2a+4 


8.14) Efetue a divisão; Rx) =0=>c=b2 ed =b?,e dai a tese. 


281 


8.15) a(x) = b(x) - q(x) + r(x) e a(x) = x « b(x)q'(x) + r(x), e então: 
bG) + (x) + r(x) = x « btx) gx) + rt) 


e dai a tese. 


l 
8.16) E Q(x); o resto é.o mesmo. 


81) m=-23n=9ep=21 
8.18) 2x) — 3x? + 4x + 5 
8.19) Efetue a divisão e R(x) = 0. 
820) p=+/2eq=l 


8.21) Efetue a divisão de A(x) por C(x) e R(x) = 0; em seguida, efetue a divisão de B(x) por C(x) 
e compare os restos. 


3 9 
822) Dx) + 2x + — 
2 2 


8.23) Observe que x? + 1 =(x + 1)(x? — x + 1). Ache o resto r(x) da divisão de f(x) por xº) + 1, 
usando o exercício 8.6; f(x) = (3 + D-(x+2)+r(x),edaiftx) =xº+2x) + 3x? — x — 1. 


82) a =2,b=lec=3 


CAPÍTULO 9 


9.18) a) q(x)=x)'-x2+3x-—-3er=5 


b q(x) =2x* — 6x) + 13x? — 39x + 109 er = — 327 
o qx)=4-(3+4i)x+(—-|+7)er=8-— 6 
d)qx=x?-—-2ix—5S—2ier 9+8i 


e q(x)=2x? + 4x + 19 er=162 
Datx)=2x—-5Ser=28 


9.19) f(x) é da forma ax? + bx + c; fl) =1,f(2)=8e f(3) = 27; daí f(x) = 6x? — llx + 6 
9220) f(—-D)=0em=—73 


9.21) 4x! + 13x) — 2x? — 1x + 12 


9.29) E par: qx=x"!i—-ax"2 + ax 3 —...—-arler=0 


n ímpar: q(x) =x"! ax"? + ax 3 —.+arler=-—2a 
9.23) aq(x) =x""!I +ax 2 +...+a”ri e r=2a” 
924)a=2eb=-—5 


9.25) p par e q impar 


282 


9.26) a) Verifique que f(l) = f(2) = 0. 
1 
b) Verifique que f(0) = f(— 1) = ( +) =0. 


9.27) Verifique que f(—- a) = f(—- b) = 0. 
9.28) q(x) = 2x? — 1 
9.29) Veja exercício 9.12: r(x) = x + 2. 


A(—> 1) — AQ Ai A(—i 
9.30) Veja exercício 9.12; r(x) = i Udo x + atado 
9.31) Veja exercício 9.15; r(x) = — 6x + 13. 


2 7 
9.32) —-— x +— 
3 3 


9.33) x? —- 3x +1 


9.34) 7; 1 


b b cd 
9.35) (ax — b) «q,(x) = (bx — a) « q, (x); substituindo x por —, vem q, (=) = 0 e, substituindo x 
a 


por 1, vem q,(1) + q,(1) = 0. 


pu a 
9.36) a) r py Lis 
a a? 


93) b-a 


9.38) Veja exercício 9.16: (x«—-D(x—- Dx —-3)+6. 

939)a=3eb=-—-4 

9.40) q(x) = x? + 2ax? + 3a?x + 4a? 

9.41) Aplique Briot-Ruffini: qu) =x" + x"! +..+x+n. 

9.42) Aplique Briot-Ruffini: q(x) = x"72 + 2ax""3 + 3a2x""* + ...+(n— la"? 
9.43) Aplique Briot-Ruffini: a =2,b=l em =3. 

9.44) O desenvolvimento do determinante nos dá — 2(x — IJ. 
945)p=2ea=10 

9.46) 2x) + x? — 8x + 15 


9.47) Note que XX +x2+x+1l=(x+D( + D=(x+ D(x+ id)(x-—i) verifique que 
p(— 1) = p(i) = p(— à) = 0. 
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9.48) x"(x? + ax + b) = (x — 2Pq(x) + 2"(x — 2); substituindo x por 2: 2(4+ 22 + b)=0 € 
dai b=—- 2a — 4; então: 


x(x? + ax — 2a — 4) 
x"[(x? — 4) + a(x — 2 
x(x—-D(x+2+a) 
x(x+2+a) 


(x — 2a(x) + 26x — 2) 
(x — 2q(x) + 2(x — 2) 
(x — 2a(x) + 2x — 2) 
(x — Db) + 2º 


Substituindo x por2:a +4=lea=-3Jeb=2. 


MEM 


9.49) Note que x? + 1 =(x + i)(x — 1); calcule f(i) e f(— i) usando a fórmula de De Moivre. 


CAPÍTULO 10 


10.6) a) 15x? — 6x + 1 d) 30x(5x? + 7)? 
b) x? — 6x3 + 13x* — 12x5 + 4xº e) S(l + 5x — 8x2)! (5 — 16x) 
c) 3x? + 10x + 5 f) bm(a + bx)"Tt 


1 
10.7) Se +3k+4 


108)a=21,b=5lec=—7 (k- -) 


10.9) x2 + 2x +3 ou —x? — 2x — 3 
10.10) a) 20xº, 60x?, 120x b) 72 
10.11) Derive termo a termo, usando o exercício 10.4. 


10.12) Propriedade III 


a) Demonstramos que a propriedade vale para p(x) = xº e q(x) = x* 
Temos, pQ)=hextteg(g)=kexo! 
Também p(x) - q(x) = xt e [p(x) - a(o] = (h + kyxt to! 
Temos, então: p'(x) - q(x) + p(x) - q(x) = hxt"! ext + kxtolext = 
= (h + k)xtttoi = [p(x) + a(o] 


b) Suponhamos agora os polinômios: p(x) = 3 ax" e q(x) = a baxt 
Então: p(x) + q(x) = z T anbyxtxt e daí: = = 
x 
[plo + ator = > 2 anbrleabo)” =5 à abit + 449] = 
= E ant > baxt + À nt L bx) = p'(x) + q(x) + plx) + q'(x) 


Propriedade IV 


Inicialmente, demonstramos pelo Método da Indução Matemática que se: 
pl) = q,(x) * qulx) + qa(x) ... quix) 


tem-se: p'0) = qi(x) + qalx) ... qulx) + aux) + qo(x) + gs)... Qu(x) + 
+ q,6%) + q,0x) - qs(x) ... qulx) + -.. + qu(x) é gulx) ... Qu(x) 
Fazendo q,(x) = qa(x) = ... = qu(x) = q(x) vem a tese. 
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10.13) a) x2-2x+3 d) 2x +7 
7 
PER Sd a Jx)—-2x+5 


Jx+3 
10.14) (x + D(x — 1) 
10.15) (x — 1)? ex 
10.16) 1; 3 
1017) m=2l en —8 
10.18) xº — 14x! + 49x? — 36 


10.19) x!5 — x!! > x!3 + x!2; x — 1 
CAPÍTULO 11 


HIM PO =C+D)K- D+) 


11.15) a) 13 
b) 13 
c) 4 


d) 5 (simples); — 6 (tripla); 2 - 4 (dupla) e =+ — (multiplicidade 7) 
o 3 


UI9)S=[-4;2:3) 


147 og = 2(x a 2-D(x-2+5) 


His PO) =K-Dk+Dkx-Da-3) 


11.19) AQ) = (x + 22(x — 31) (x + 31) 


11.20) B(9) = 3(x — 2 + D(x — »(x - + 


1.21) P(x) = (x — 492 (x +3) 
11.22) raiz tripla 


1.23) p=10eq=-25 


11.24) 4 


k 
o 
(72) 

II 
v|n 
m 
* 
a 


3 
125) k=-— > 
2 
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1260) k<6-2/60uk>6+2/6 
11.27) P(x) = 5x* + (10 — 10i)xº? — (201 + 5)x? — 10x 


O Po Se srta 
3 3 3 


11.29) S= (4; — 2:3) 
11.30) S = (0; 2; 3; 4) 


I30) S=(2;3) 


IL32)S=[2;-1l+i;—1-i) 
11.44) P(x) = (x + 32x — 3) (x + 21) (x — 2i) 


1145) S=(xelR|jx<3ex+ —3) 


11.46) S = [/3; —- 2) 


l 1/3 
1147 S= (1; w; w?; w?; w'); onde w gi + A 
3 3 3 3 2 2 
1149) 8 = (5 ç 5 ah onde 4 = cod => a isa 
l-w l-w 1-w 1-w? 5 5 


H49)S=(2i; —2i;2;3) 


11.50) a) + b) n 


HSD PO) =(x-D(x-2+D)(x—1+i) 
11.5D) q, Be y 
11.53) 20 
11.54) Sendo P(x) = A(x) — B(x), P(x) é um polinômio de grau menor ou igual a n que se anula para 
os valores distintos r,, r,,... Tn. Portanto: 
PO) =kx—r)(x—r).(—r) D 


onde k é uma constante. Temos, ainda, P(ro) = O. Mas, como o valor x = r, não anula ne- 


nhum dos fatores x — r; em (I), concluímos que k = O e, portanto, P(x) = 0. Assim: 


P(x) = A(x) — B(x) = 0<> A(x) = B(x) 


CAPÍTULO 12 


I2NS=(-2;-3) 


12.8)S=(1-1;3) 


286 


l 
12. =41; — 
98 l + 


12.10) k = 20 ou k = 16 


1211) k=20;S=[-2;-1) 


212 (k=Set=8)ou (k-Det- E) 
4 16 
12.13) k = 
3 
12149) kz —2 
CAPÍTULO 13 


1310) 44 b)3 

13.11) 13 

BID)V DV JF PV 9F DV 
BI) V DF JF PV 


13.14) Px) = — 2x5 + 14x! — 36x? + 44x2 — 34x + 30 
l 
13.15) A(x) SER: =x8+ 7x — 8xº + 32xº — 16x* + 48x? 


BIG)S=([3+1;3-i; —1;4) 
13.17) S = (0; 1; 2; 4i; — 4i) 
13.18) S=(— 1; 2:11; — i) 
319 S=([l;—-2;5;2i; — 2i) 


13.20) S=[—-1;2:1;2; — 2i) 


13.21) não 
6 8 6 8 
13.22) a) m = 30 b -—+—i; -— — —i; — 3 
5 5 5 5 , 
13.23) m=3%0oum=24oum=-240 


13.24) s=( - VBist+ Zi —3; 5) 


2 


13.25) S=(0;2+i;2-1;2;—-2;3; — 1) 
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CAPÍTULO 14 


142) )S=[3;1+1;2-1) gsS= 
»s= [5 2-2) h)S = 
JS=(3;-—-2 )S= 
)S=[5+2i;5-2i;;4) ps= 

; ; 3 
os=-fi as 5 KI Sr 
É 2 
DS=1—-3,4; —4) DS = 8; 
3 
14.28) a) k = 12 ps-[5: ab 


14.29) 3x) — (10 +3)x +(9+7)x—-(2+2)=0 


14.30) x) — (12 — i)x2 + (45 — 10i)x — (50 — 251) = 0 


14.31) x! — 7x3 + 13x2 + 3x — 18 =0 


14.32) k = 0 
1 
14.33) k = — 
2 
14.34) à) — — d) — 
14 116 
b) —-— e) — 
) q ) 27 
14 
==> 
é 25 
2 
14.35) + 8 
9 
9 
14.36) k = — 
2 
14.37) à) — — Jg — 
7 
b) -— Dina 
16 
ê 7 pps 
2 64 
3 7 
d) — — h — 
8 Em) 
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-93-&i 
14.38) ia 


14.39) à) x) — 2x? + = -9 


2 4 
bx +2x — —x ia 
3 9 


14.40) x? — 8x — 20 
14.41) 0 


14.42) Sendo a, be c as raízes, temos: 


atb+c=0>(ar+b+c)=0=a2+b2+c?+2(ab+ac+bo) =0=>k=-— 
mm e 


l 
c) Rope asd 
3 2 3 


Es 
2 
k 


mas, como as raízes são reais, t > O e, portanto, k < 0. 


6 8 6 
14.43) — 2; = + au E -Si 


14.44) a) S = ([—-3; 175) 


l 
b =(-—: 2; 
no bs 


)S=([—1;3;7 
445) k = — 4 


14.46) S=12; —-2;3+1;3-i) 
1 
14.47) S [uso = p= ab 
3 
1 
1448) 8 = «ne 
2 
! 
14.49) os-5: med as a) 
bk=-llem=9 


14.50) 4; 3; /7 
145) S=2/K+m- 64 


14.52) a) 4 b —1 


dS=([-4,;-2; —1) 
os-[-845] 
AS 


DS=([—-1;3;5;9) 


c) 16 


14.53) Imaginemos uma equação do terceiro grau cujas raízes são a, be c. Como a +b+c=0€ 
ab + ac. + be = 0, essa equação é do tipo x* — m = 0 (onde m = abc), isto é, x) = m. Por- 
tanto, a, b e c são as raizes cúbicas do número m e, assim, [a )= |b|=[c|. 
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14.54) a) k* — 4mk +8t=0 d)2nº — 9mkt + 2m' = 0 


bmk -t=0 e kn —-t=0 
co) 4k + 27m? =0 Dk —-4km+8t=0 
l4.55)a=-|;b=-=T[;c=1 
14.56) — 1 
14.57) a) — 1 b+1 
14.58) a) — 1 b +41 
14.59) S = 
w—l 
CAPÍTULO 15 
a l | 2 4 
I58)a) +1, +2; +4 bt; t>,t—>, >, +— 
PA 3 6 3 3 
15.9) não 
15.10) não 
IsiD)aS=(3;41+/31-V3 )S=[0;1;-2;4) 
H 3 4 
BbS=4—-;,—;2+i;2-i d)S=4—-2:3;— 
pe E ESSAS ) ai 5) 


SD PO)=x-Da+DK-2- Da -2+/D 


1513)x=Yl+l>x-1=YTo(K-1P=(YI) > 


>x)- 3 +3)kX-—-1=2>x)-3x24+3xX-3=0 


Os únicos números racionais que poderiam ser raizes desta última equação são + le + 3; 
no entanto, nenhum destes números satisfaz a equação. Portanto, o número dado é irracional. 


15.14) Fazendo a = 326 + 15 /3e b= 26 — 15 3, temos: 


x=at+b>x]=a3+b'+3ab(a+b)=234+b'43abx> 
5 pad 


x 
=x) =26+15/3+26-15/3+3%k=52+3%> 
>x)— 3% -—-82=0 


A única raiz real desta equação é o número 4. 


si)x=Y+i=x-i=YIsg-oy == 
>= —IKi+kK2-P=2>3—-3IxKk-2=i;(3x4D> 
=> (x —-3x—- 22 =[i(3xº + DP=> 
=x0—- 6! 40 +92 + 12x +4=-(Ox + 6x + D=> 
=x0+ 3x! — 4x) + 15x2 + 12x 4+5=0 
O número YZ + i é uma das raízes desta última equação, a qual tem todos os coeficientes in- 
teiros, É 
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5i)S=2+i;2-1;-2;/2; — 3) 


ISIM) S=[—-2;3; —3) 
sadios j 
15.18) S = fas —: à; — b 
2 


1519) S = VT = VT JB VD 


-1+1/3 101/03 14047 í1-103 
1520 8 = [= 1; DD5ivÊ, DtHivE, LIVE, o ivõ) 


15.21) não 
15.29 8=[2+/3;2- 3;i; —i) 

15259) 8=(V2+V3;V2-V5;-V2+V3 -V2-V3:-1) 
15.26) S = (2; — 7; 23) 

15.2)2+/5;2- 3; —i 


CAPÍTULO 16 


I6)a=2eb=3 


166) (1=7eb=4ou(a=--7eb=-4) 


16.7) os=[n +: i; ih 98=[ A pp No eg 
3 Ra A 
A SM 65: IR 
bs=fionteit oi EL Li gs=[uzis a 
2 a 2 3 


16.8)a =9eb=-7 
CAPÍTULO 17 


17.4) 2 W7.S)1le2 


l 
mok=--Dok=-D 


2 
D)m=k=-4 


-k-2 
np ccs 
k 


Did S=([-1;2); —1 é raiz tripla. 
3 ; 


-1+1/03 —1-103 
1712) S = (a PE vê, 2 é raiz tripla. 
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CAPÍTULO 18 


18.7) PO (x) = 15x? — 8x + 2 é positivo para todo x eiR. Portanto P(x) é sempre crescente. 
18.8) Pt(x) = — 3x? + 2x + 3 é negativo para todo x eiR. Portanto, P(x) é sempre decrescente. 


18.9) P(x) é de grau impar e tem coeficiente do termo de mais alto grau negativo. Além disso, o ter- 
mo independente é positivo. Assim, seu gráfico é “algo parecido” com: 


P(x) 
| 


x 
18.10) à) E d) F g F pv 
b) V e) v b) V k V 
c) V f) F ) F D) F 
18.11) a) P(x) = 3xº — 9x — 6 b Po) =3xº+ 6x! — 6x) — 24x? — 21x — 6 
18.12) P(x) = 5x* — 5x3 — 15x? + 25x — 10 
18.13) a) k=7ouk = -— 20 b) —-20<k<7 c)Jk<-200uk>7 


18.18) duas ou nenhuma 


18.19) P(1) e P(3) têm sinais contrários, portanto há pelo menos uma raiz real r no intervalo dado. 
O único número racional que pertence ao intervalo dado e poderia ser raiz de P(x) é o número 
2, que no entanto não é raiz. Portanto, r é irracional. 


18.20) — 12 <k <6 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


Li) + 33 


12) Re(z) = 0; Im(z) = tga + cotga 


vd 


13)z=00uz=-iouz=+"— + -—i 
2 2 


14) Se xe fi fossem raízes (a e 8 reais), então « « 8i = c + di, donde c = 0, contra a hipótese de 
que c é não nulo. 


1.5) Teorema 1: para n = | temos: 


sis = is =i 
Teorema 2: 
Hipótese: is" = i 
Tese: 8! = 
Temos: 
O spts= q =) =i 
L6) 3- 3i 


17) 2b - a + bi 


1.8) 


/ A 
! / Ny N 
| 145 45% y 
N 1 12 x 
A N / ! 
À EN A t 
N >-[- / 
N / 
x Ed 
Pagu nd 
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Li) a)z=-1+i 
— 3n 
b) |zl= 2, arg (2) = —- 


c) 2º 
d) 


1.1!) A é divisor de P; A <P e Pé primo; daí A = l. 


HU)a=leb=-1; 


[.3) Faça u=xev=0. 
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5 
Mateo 
3 3 


H.5) (A + B+ C)senxcosx + Bsen?x + Acosix — 1=0 
Dividindo por cos?x: 


(B-Dtgx+(A+B+COtgx+(A-D=0 
edai: A=1],B=leC=-2, 


l ] l 
I60)a=—, b=—, c = —; substitua n por 1,2 e 3. 
3 2 6 


1.7) 1 
11.8) 4&x + 7 
N9) (p=0eq=0ou(p=0eq=-lDou(p=-leq=0ou(p=leq=1)ou 


(p=-—-2eq=1) 
1.10) 3x) + x? + 7x +1 


I.11) Faça x - 2 =y e divida y" — 1 por y — 1 pelo Briot-Ruffini. 


1.12) a) m o EPE O), n = 2 Pb) — b P(a) 
a-b a-b 
200 200 
Eras E e pe te 
3 É 


c) Demonstre, pelo Método da Indução Matemática, que os números da forma 2” — 1 são 
múltiplos de 3; observe que n = m + 1. 


l 4 1 
W1l3) aaa=—-2,b=4ec=1 b—x? +—x+— 
Rm 3 3 3 


1.14) 2x — 7 
115) a(x) = b(x) * q(x) + r(x) e a(a) = b(a) = 0; então, r(a) = O 


HI6) ax +x2-2=(x-D(x +2x+2)eentão,a+B=-2eaB=2 


gy) +ra=p+a=-—2 
sb +B=a+B=-2 


Então, o polinômio g(x) + x + 2 tem raízes a e f: 


go) +rx=iA(x—w)(x-— 8) 
go) +x=A(x + 2x+2) 


1 
g(D =1=g(x) = E od +3x-—- 2) 
b) glgoo] = lote? + 96x) + 32x? — 3x — 64]. 


o) glgtD])-1=1-1=0 
d) verifique que h(1i) = h(x) = h(f) = 0. 
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1.17) As raízes w do polinômio x? + x + | são tais que w' = 1 


g=] 
be=temo nte sn nom] ou 
xX +x+1=0 
Então, w'm + wrtl 4 wyPt2 =] 4 w+wWw =0 


1.18) m não é divisível por 3 
IL19) a) 6 b) 6x 
11.20) Teorema 1: a proposição é verdadeira para n = 1. 


Teorema 2: 


Hipótese: todo polinômio de grau n — 1 admite no máximo n — 1 raízes. 
Seja então p(x) um polinômio de grau n; se p(x) não admite raízes, o teorema é válido 
para p(x). Caso contrário, seja a uma raiz de p(x): 
p(x) = (x — a)q(x) 


onde d[q(x)] = n — 1; então q(x) admite no máximo n — 1 raízes e, daí, p(x) admite 
no máximo n raizes. 


I 


H2D)p=1 


1.22) a 


—3e'b=2 bp=2 


1.23) Lembre que: 

a) [P,(x) + Polo] = Pi(x) + P5(x) 
e que 
b) [kPO)] = k + PG) , 


029) (t=3eu=-2Dou(t=2eu=0) 


1 
ns = [= 2: ——;1l+i;l -ib 
2 
R : 3 
11.2) S - fo — 21; 1; — ] 
2 
DL3 S=([-4; —-1;+2) 


W14)a)S=[-2+i;-2-1;-3) 
bs = [as ara 2; 


HL5)S=[-5;2) 
H1.6) É inteiro, e x = 6. 
II.7) irracional 


01.8) a) V b) V o V a) V 
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TABELA DE RAZÕES TRIGONOMÉTRICAS 


1,000 0 
0,999 8 
0,999 4 
0,998 6 
0,997 6 
0,996 2 
0,994 5 
0,992 5 
0,990 3 
0,987 7 


1 —— 


0,984 8 
0,981 6 
0,978 1 
0,974 4 
0,970 3 
0,965 9 
0,961 3 
0,956 3 
-0,9511 
0,945 5 


vesvanawunmo| RB 


aa 
ta 


0,577 4 
0,600 9 
0,6249 
0,649 4 
0,6745 
0,700 2 
0,726 5 
0,753 6 
0,781 2 
0,809 8 


0,839 1 
0,869 3 
0,900 4 
0,932 5 
0,965 7 
1,000 O 
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